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Vorwort. 


Wohlbeleibte Bucher sind heutzutage aus naheliegenden Grunden un- 
beliebt. Ich versuche deshalb diese Vorlesung, die der geometrisehen 
Schonheit des Integralbegriffs gewidmet ist, „stottemd“ erscheinen zu 
Iassen. Dabei spielt auch die Hoffnung eine Rolle, weitere Mitarbeiter 
an dem reizvollen Gegenstand zu gewinnen zumal unter meinen Zu- 
horern, die diese Hefte neben der mtindlichen Vorlesung benutzen. Wenn 
die Grundlagen dieses Zweigs der Geometrie noch nicht alien berechtig- 
ten Anforderungen an Allgemeinheit und Strenge geniigen, so wird das 
hoffentlich aicht allzusehx den Reiz seiner saftigen Friichte sehmalem. 
Am anziehendsten an diesem Stoff ist vielleicht das neue Licht, das 
hier auf Fragen fallt, die ich vor zwei Jahrzehnten in dem Biichlein 
„Kreis und Kugel £C behandelt habe. 

Das vorliegende erste Heft betrifft die ebene Eublidische Geometrie, 
zwei weitere sollen den AbschluB bringen. 

An Vorkenntnissen ist nur einiges wenige an Infinitesimalreehnung 
und analytischer Geometrie erwiinscht. 

Das Schriftenverzeiehnis am SchluB verdanke ich Herrn W. Burau, 
und bei der Korrektur haben mich die Herren K. Henke, E. Kahler 
xmd P. Walberer untersttitzt, 

Auf Hvar, den 13. September 1935. W. Blaschke. 

Yorwort zur zweiten Auflage. 

In der neuen Auflage sind zunachst einige Fehler ausgemerzt, wobei mich 
die Herren Haupt (Erlangen), Henke (Hamburg), Petkantschin (Sofia), 
Radon (Breslau) und Santalo (Madrid) freundlichst unterstiitzt haben. 

Dann bringe ich zum SchluB mehrere neue Abschnitte, die insbesondere 
der „kinematischen Hauptformel £C gewidmet sind. Die Tragweite der 
Ergebnisse ist inzwischen fur die ebene Geometrie weitgehend durch 
W. Maak geklart worden. Eine Kostprobe seiner Untersuchungen bringe 
ich in § 21. 

Hamburg, zu Pfingsten 1936. 


W. Blaschke- 
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Einleitung. 

Die geometrischen Fragen, mit denen wir uns hier beschaftigen werden, 
entstammen der WahrscheinHchkeitsrechnung. Man spricht von „geo- 
meirischen W ahrscheinlichlceiteri \ wenn die betrachteten Moglichkeiten 
von stetigen Veranderlichen abhangen. 

Das klassische Beispiel etwa aus der Zeit von 1760 ist das sogenannte 
Naddproblem von G. L. L. Comte de Buffon. Anf einer wagerechten 
Tafel sind in gleichen Abstanden parallele gerade Linien gezogen. Man 
werfe nnn auf diese Tafel eine Nadel und frage naeb der Wahrschein- 
lichkeit, daB sie in ihrer Ruhelage eine Linie trifft. Nimmt man an Stelle 
der Nadel ein wenig allgemeiner eine konvexe Scheibe, so tritt in die 
Rechnung das schon 1841 von A. Cauchy betrachtete Integral 

+ 3t 

U-fl p(<p)d<p 

ein, das gleicb dem Umfang der Scheibe ist, wenn p den Abstand der 
Tangente (Stutzgeraden) an die Scheibe in Richtung <p von einem festen 
Punkt der Scheibe bedentet. Durch dieses Integral Cauchy s wird nam- 
lich in gewissem Sinn die „Anzahl ;i aller Geraden gemessen, die unsre 
Scheibe treffen. 

Im dreidimensionalen Raum Euklids treten neben dem Punktinhalt 
von Fignren, der dnrch das Integral 

V=fdxdydz 

gemessen wird, zunachst noch zwei andere ,,lfa/?e u anf, das fflmmmaft, 
ein dxeifaehes Integral, nnd das Geradenmafi , ein vierfaches Integral. Bei 
einem konvexen Korper ist das EbenenmaB gegeben dnrch das znerst von 
J. Steiner 1840 betrachtete Integral der mitUeren Krummung und das 
GeradenmaB dnrch die Oberfldche . Als vielleicht wiehtigstes MaB tritt 
dazn das „ Icinematische fe , ein gewisses sechsfaches Integral, das zuerst 
1896 von H. Poincare benutzt wurde. 

Die merkwtirdigen Wechselbeziehnngen zwischen solchen Integralen, 
zu denen man hier ganz notwendig gefuhrt wird, sollen den Gegenstand 
dieser Vorlesung bilden, wahrend die Beziehungen zur Wahrscheinlich- 
keitsrechnung znrucktreten. Daher auch die Wahl des Titels. 



2 Einleitung 

Wahrend ich ein ausfiihrliclies Schriftenverzeichnis auf das Ende ver- 
sehiebe, mochte ich hier nur das fiir uns Wichtigste hervorheben. 

Grundlegend ist die besonders anziehende kurze Schrift von M. W. 
Crofton, On the theory of local probability . . Philosophical Trans- 
actions of the Royal Society 158 (1868), S. 181 — 199. An lehrbuch- 
artigen Darstellungen gibt es zwei, namlich E. Czuber , Geometrische 
Wahrscheinlichkeiten tmd Mittelwerte, Leipzig bei Teubner 1884, und 
R. Deltheil, Probability geometriques, Paris bei Ganthier-Villars 1926. 
Insbesondere habe ich aber hier vielfach eine besonders schone Vorlesung 
von G. Herglotz liber geometrische Wahrscheinlichkeiten benutzt, die 
er in Gdttingen im Sommerhalbjahr 1933 gehalten hat und von der mir 
eine Ausarbeitung zuganglich ist. Ich selbst habe im Winter 1934—35 
und im Sommer 1935 und 1936 in Hamburg und im Herbst 1935 in 
Bulgarien und Rumanien liber diesen Gegenstand Vorlesungen gehalten 
und habe zusammen mit Zuhorem von mir eine Reihe von Schriften 
unter dem Obertitel „Integmlgeometrie sc zu veroffentlichen begonnen. 

Mit dieser anspruchsvollen Benennung mochte ich auch andeuten, daB 
hier der „Differentialgeometrie i£ verwandt und gleichwertig ein j lingerer 
SproB der Geometrie zu wachsen begonnen hat, der mir wegen der Schdn- 
heit und Allgemeinheit seiner Ergebnisse und der Einfachheit seiner 
Mittel der Beachtung wert erscheint. 



I. Ebene Euklidische Geometrie. 

§ 1. Mekrfache Integrale. 

Die von G. W. Leibniz 1675 eingeftihrte Schreibweise fur Integrale 

V 

(1) *7= J* f(z)dx 


hat den wesentlichen Vorteil, daB bei Einfnhrung einer neuen Inte- 

grationsveranderlichen 

( 2 ) x= V (i), 


wobei cp etwa monoton wachsend und stetig differenzierbar sein soil, ge- 
wissermaBen Yon selbst das richtige Ergebnis herauskommt, namlich 


(3) 




/(?(£)) ?>'(£) if; 


?(«) = fl, ?(P) = b. 


Man kann mm dnrch eine einfache VereMarung erreichen, daB dieser 
Vorteil aneh bei mehrfachen Integralen erhalten bleibt, indem man nam- 
lich fordert, daB die bei mehrfachen Integralen auftretenden formalen 
Prodnkte von Diff erentialen alternierend sein, das heiBt bei Vertanschung 
zweier benachbarter das Vorzeichen andem sollen. Es sei namlich (wir 
schreiben auch bei mehrfachen Integralen im allgemeinen nur ein 
Integralzeichen) 

( 4 ) J = ff(x l9 x 2 , . . x n ) dx 1 dx 2 . . . dx n 
nnd 

( 5 ) = Xi j • * • j £m) (i = 1 , 2 , . . n). 


Wir nehmen an, die Funktionen seien im Gebiet S3* des | r Raumes mit 
EinschluB des Randes Yon S3* stetig differenzierbar, ihre Funktional- 
determinante 


( 6 ) 


D= th 

dh 


+ 0 


in S3*, unddas AbbildYon S3* im r r Raum sei das schlichte Integrations- 
gebiet S3 Yon J. Dann wird 




4 Ebene Euklidische Geometrie 

und wir finden, wenn wir die Produkte der als alternierend voraus- 
setzen, 

(8) dx^dx 2 . . . dx n — D d d| 2 . . . <££«• 

Somit ergibt sick auch hier nach unserer Vereinbarung uber das Alter- 
nieren der Produkte von Differentialen von selbst die richtige Substitu- 
tionsvorschrift fur mehrfache Integrate, namlich 

(9) J =ff{x i(f), - . a»(S)) . . . d£ n . 

Da wir nur erste Bifferentiale brauchen, wird neben der Leibniz - 
sehen Scbreibweise bier aueb zweckmaBig die an I. Newton angelehnte 
verwendbar sein, die wir erhalten, wenn wir 

( 10 ) dxj, — Xi 

setzen. Es wird also im folgenden stets die Vereinbarung 

( 11 ) dxidx k = XiX k — — x h Xi 

gelten, die uns das Schreiben langer Determinanten ersparen wird. 

Unsre Vereinbarung kann ausgebaut werden zu einem Bechen- 
verfahren mit „aufieren Ableitungen te , (las, im Zusammenbang mit 
Gedanken von H. Grassmanns ,,Ausdehnungslehre“, insbesondere von 
H. Poincar£ und E. Cartan ausgebildet wurde and auf das wir spater 
zuruckkommen werden. Hier in diesem ersten Teil wird die einfacbe Ver- 
einbarung iiber das Alternieren ausreichen. x ) 

Neben dieser Scbreibweise werden wir im folgenden nocb den Satz iiber 
die V ertauschbarkeit der Integrationen als wesentliebstes Beweismittel an- 
zuwenden haben, der im einfacbsten Fall so lautet: 

b d 

( 12 ) v) =./" {./ /(*> y)*) y = f* {J /(*> y) y \ . 

a e c a a c 

Dies stimmt z. B. sicber, wenn der Integrand / stetig ist. Damit ist fast 
alles erschopft, was im folgenden an matbematiscbem Handwerkszeug 
benotigt wird. Es kommt dazu nur nocb einiges wenige iiber analytiscbe 
Geometrie. 

1) Alternierend© Produkte von Differentialen wurden fiir die in diesem Buch 
vorliegenden Ziele zuerst angewandt von E. Cartan, Le principe de la duality . . 
Bulletin de la Soci6t4 MatMmatique de France 24 (1896), S. 140 — 177. Eine modem© 
Darstellung dieser Bechenart bei E. Kahler, Einfubrung in dieTheorie der System© 
von Differentialgleiehimgen, Leipzig bei Teubner 1934. 
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§ 2. Dichten fiir Punkte und Geraden. 

Eine Bewegung in der Euklidischen Ebene wird in rechtwinkligen 
Punktkoordinaten x 1 , x 2 durch eine Substitution f olgender Art dargestellt : 


(13) 

mit 

Xi = a 10 + «11 &T -r a i 2 xf, 

X 2 = a 2 Q ~T~ &21 37* "T &22 37* 

(14) 

also 

a n — + cos oc , 

a 2 i — + oc , 

— 1 sin oc , 

C ?22 — “I” cos oc , 

(16) 

a n a i 2 

&21 ^22 

= + 1. 


Dabei deuten wir die x lt x 2 als Koordinaten eines Punktes £ und die 
xf, xf als Koordinaten in bezug auf dasselbe Achsenkreuz fiir den ent- 
sprechenden Punkt £*. 

Wir suchen uns als fiir die Punkte unserer Ebene ein Integral 

(16) f f (x 1 , X.) X-L&z, 

das bei J5 beliebiger“ Wahl des Bereichs 58 gegeniiber alien Bewegungen 
(13) invariant ist. Aus (6), (8) und (15) folgt 

(17) x 1 ± 2 = xfxf, 
und somit ergibt unsere Invarianzforderung 

(18) J / (xf, xf) x ± x 2 — C. f(x u xf) x 1 x 2 . 

Da 58 beliebig gewahlt werden kann, folgt daraus notwendig 

(19) f(x l9 x 2 )=f(x f, xf), 

Durch geeignete Wahl der Konstanten a ijc in (13) kann man einen festen 
Punkt £ in jede Lage bringen. 1 ) Man driiekt das so aus, dab man sagt: 
die Punkte der Euklidischen Ebene werden durch die Bewegungen 
transit iv vertauscht. Daher folgt aus (19) die Identitat 

(20) f(x 1 , x 2 ) =s konstant. 

Somit ist der Fldcheninhalt 

(21) F — f x x x 

( abgesehen von einem festen Faktor ) das einzige invariants Punktmafi der 
Euklidischen Geometric. 


1) Schon die , ySchiebungen* ‘ x £ — a i0 -f- x* reiehen dazu aus. 
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Ebene Euklidische Geometrie 


Wir nennen das, was unter dem Integralzeichen eines invarianten 
MaBes steht, eine Dichte und bezeiehnen sie mit 

( 22 ) = £* 

Wir werden also denPunkt (x 1} x 2 ) mit £ und seine Dichte x x x 2 mit £ be- 
zeichnen. Uberhaupt werden im Folgenden Dichten stets durch einen 
Punkt gekennzeich.net. 

Genau so wie fiir Punkte konnen wir fur die Geraden in der Ebene 
Euklids (im wesentlichen, d. h. bis auf einen f esten Faktor, nur auf eine 
Art) eine Dichte einfiihren. Dabei hangen die Geraden wieder von zwei 
wesentlichen Parametern ab. 

Eine Gerade g konnen wir etwa festlegen durch einen ihrer Punkte 
£ = (a^, x 2 ) und durch einen Einheitsvektor 

(23) t) = ( v l3 v 2 ) = (cos 9 ?, sin 9 ?) 
senkrecht zu g. Dann, behaupten wir, ist 

(24) g = (x x cos (p x 2 sin <p) <p 

die gewiinschte Dichte, Dabei werden wir nachtraglich zu zeigen haben, 
daB immer dieselbe Dichte g entsteht, wie wir auch £ auf g wahlen 
( W ahlinvarianz ) . 

Um zunachst namlich die Bewegungsinvaricmz einzusehen, geniigt es 
zu beachten, daB beide Faktoren unseres altemierenden Produkts, 
namlich 

(25) cos <p -b x 2 sin <p = x 1 v x + x 2 v 2 

und q> einzeln gegeniiber (13) erhalten bleiben. 

Es ist namlich 

( 26 ) J£a ik xt, = ]£a ik vf 

. i=l i=l 

und daraus nach (14) 

(27) ±i Vi — y?x* vf. 

Andrerseits kdnnen wir nach (13) setzen 

( 28 ) <p = <p* +<x y 

und daraus folgt durch Ableitung 

(29) (p — 

An zweiter Stelle ist die W ahlinvarianz zu zeigen, daB namlich die 
Dichte g nicht von der Wahl des Punktes £ auf der Geraden g abhangt. 
Wir nehmen auf g einen anderen P unk t £: 


( 30 ) 


*i — rv 2 , 
x 2 === x 2 —f~ rv x 
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und finden 

Xi — rv 2 ~rv 2 , 
x 2 = x 2 -r 'rv ± -h 

Daraus ist weiter 

(32) x x v x 4* x 2 v 2 = x 1 v 1 -T- x 2 v 2 — r (v ± v 2 — v 2 v^ ; 
und, da nach. (23) 

(33) cp = v x v 2 — v 2 v x 
ist, folgt 

(34) x x v 1 4- x 2 v 2 = x^ + x 2 v 2 — rep 
und somit 

(35) fl = (*i% + z 2 v 2 ) y = (ii% + a*v 2 ) y = g . 

Dabei ist zu beachten, daB ep<p = 0 ist wegen des Alteroierens unserer 
Produkte. In (35) ist die behauptete Wahlinvarianz entbalten. 

Die Behauptung, daB die gefundene Geradendiehte g bis aul einen 
festen Faktor die einzige gegen (13) invariante ist, wird wie vorhin bei 
der Punktdiebte aus der Tatsacbe hergeleitet, daB die Bewegungen (13) 
auch die Geraden transitiv vertauschen. 

Wir geben noch weitere Ausdriicke fiir die Geradendiehte g. 

Setzen wir 

(36) x ± v x + x 2 v 2 = cos 9? + x 2 sin <p = p, 

wobei p den Abstand unserer Geraden vom Ursprung bedeutet, so finden 
wir 

(37) x x cos <p + X 2 sin <p 4 - ( — sin 9? 4- x 2 cos 90) 9? = p 

und soroit nach (24) 

(38) 0 = py 


Ftihren wir zweitens den PuBpunkt t) des Lotes vom Ursprung auf 
unsere Gerade g ein 

(39) (y x , Vi) = (?®i>2> 


so finden wir 
(40) 


& = pVi + pi> 1 , 
ih = pv* + pv 2 


und daraus -wegen (33) und = 0: 

(41) i) = t/iyt = PP («i»2 ~ v 2 %) = pp V ■ 
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Danach ist also auch 


Ebene Euklidiscbe Geometri© 


(42) 


S 


V 


Unsere Gerade 3iat die Gleiehung 

( 43 ) + *2V 2 « V 

in den lauf enden Koordinaten x x , x 2 . Hire Sehnittpunkte mit den Achsen 
sind demnach fur v x v 2 4= 0 : 

(44) («x=^.°) und (o,a 2 ={~)- 
Daraus folgt 

(45) Q = + a x v 2 = — a 2 v x 


SchiieBlich noch eine weitere Formel fur die Geradendichte g , die den 
Vorzug groBerer Symmetrie besitzt. Wir denken uns die Gerade durch 
zwei ihrer Punkte mit dem Abstand t erklart, so daB wir setzen konnen 


(46) 


y x = % — t sirup, 
y 2 = Xj-f t cos 9 ?. 


Daraus folgt fur die Ableitungen 


(47) 

und bieraus weiter 


y x “ x x — i sin <p — t cos cp cp , 
y 2 = x 2 + t cos cp — t sin (p cp 


(48) y x cos (p 4- y% sin 9 ? = (% cos 9? 4 - #2 sin <p) — tcp. 


Durcb Multiplikation linker Hand mit x x cos cp + x 2 sin 9 ? ergibt sich 
nach (24) die gewunschte symmetrische Formel 


(49) 


9 = — 


cos (p-\- x % sin <p) (y x cos 9+^2 sin <p) 
t 


Dabei sind Xj cos q>~\- x 2 sin 97, y x cos 9? + y 2 sin tp die „Verruckungen £< der 
Punkte £, normal zu g und t der Abstand dieser Punkte. 

Es ist bemerkens wert , daB wir hier eigentlicb immer gerichtete (— orien- 
tierte) Geraden verwendet haben, da der Normalenvektor v l9 v % und da- 
mit (p mod 2 n festgelegt wurde. In diesem Fall konnten wir auch p 
mittels (36) eindeutig erklaren. Die Gleichungsform (43) unserer Geraden 
wird als die „Hormalform Hesses ' 4 bezeichnet. 

Die ^Orientierung^ oder „Ausrichtung“ einer Geraden in der Ebene 
kann auf zwei Arten erfolgen. Entweder, wie wir dies hier bisher gemacht 
haben, indem man dem Fin heits vektor fc> ihrer Normalen einen be- 
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stimmten Sinn erteilt oder indem man den Einheitsvektor to auf der 
Geraden festlegt. Den eindeutigen Zusammenhang dieser „inneren ££ mit 
der friiheren „auBeren ££ Ausrichtung unserer Geraden kann man dadureh 
herstellen, daB man fordert 

(50) v x w % — v 2 w x = -f 1, 

d. h. die Einheitsvektoren £> , in sollen ebenso aufeinanderfolgen wie die 
Einheitsvektoren anf den Achsen. Wir sagen, t) weist anf das rechte Ufer 
der durch Angabe von 1 v gerichteten Geraden g (Fig. 1). 

Erklaren wir den Abstand eines beliebigen Punktes £ 
von der Geraden g durch die Formel 

(51) p — (%% 4- x 2 v 2 ) = p — (xj cos <p - f x 2 sin cp ) , 

so ist dieser Abstand eindeutig erklart. Punkte auf dem 
linken Ufer von g haben positiven Abstand von g. Die 
gerichtete Gerade g dreht also um die Punkte, die von 
ihr positiven Abstand haben, nach links, p ist der so 
gemessene Abstand des Ursprungs von g. Die Gesamtheit der (reellen) 
Geraden der Eukhdischen Ebene ist durch die der gerichteten Geraden 
doppelt iiberdeckt. 

Der Gedanke, neben den Punkten auch fur die Geraden eine Dichte 
einzuflihren, ist zuerst von M. W. Crofton in der zu Anfang genannten 
Schrift von 1868 angegeben worden. Die im wesentlichen eindeutige 
Bestimmtheit der Geradendichte durch ihre Invarianz gegenliber Be- 
wegungen scheint zuerst von H. Poincare in seiner Vorlesung liber 
Wahrscheinlichkeitsrechnung von 1896 hervorgehoben zu sein und von 
E. Cart an in der in § 1 genannten Arbeit aus demselben Jahre. 

Wie iiberraschend fruchtbar Crofton s Gedanke ist, wird sich in den 
folgenden Abschnitten erweisen, von denen § 3 — § 8 in der Hauptsache 
von Crofton 1 ) stammen. 



Fig. i. 9 


§ 3. Kurvenlange als Geradeninhalt. 


Hat g die in § 2 (24) erklarte Bedeutung der Geradendichte, so konnen 
wir das Doppelintegral 


(52) 



erstreckt liber eine Menge von Geraden, als „Map tc oder nach Crofton 
vielleicht auch als ,, AnzahV £ der Geraden dieser Menge uns verdeutlichen. 


1) Morgan William Crofton ist geboren am 27. 6. 1826 als Sohn des Reverend 
W. Crofton in Dublin (Irland), von wo so hervorragende Geometer wie W. It. Ha- 
milton und G. Salmon hervorgegangen sind. Er war von 1870 — 84 Professor fur 
Mathematik und Mechanik in der Mi Ii t arakademie London i 
am 13. 5. 1915. 



IQ Ebene Euklidische Geometrie 

Wir gehen nun in diesem Sinne daran, die A.nzcihl cdleT Gevaden abzuzahlen , 
die eine Kurve ® treffen > Dabei wird die Geradendichte g immer positiv in 
Rechnung zu stellen sein: g = 1 S I - 1 ) $ sei gegeben durch die Eunktionen 


(53) 


# 2=^2 G )> 


die wir etwa als stetig ableitbar nach t voraussetzen der art, daB die 
Ableitnngen x 1 ' ( t ) , x 2 ' (t) nie gleiebzeitig verschwinden. Eerner soli etwa 
die Anzahl der Schnittpunkte von ® mit einer be- 
liebigen Geraden stets ^ einer festen Zahl N sein. 
Man nennt die kleinste Zahl N mit dieser Eigen- 
sckaft die i3 0rdmmg“ von ® (wohl anch ,,Realitats- 
ordnung £C ). 

Wir wollen uns die Geraden g zunachst gerichtet 
denken und nnr die von einem Punkt % von ® aus- 
gehenden betrachten, die anfs linke Ufer von ® 
weisen, sobald man anf ^ in Ricbtnng wacbsender s 
fortschreitet (Fig. 2 ). Dann baben wir, wenn s die Bogenlange von & 
und x den Winkel der Kurventangente mit der a^-Achse bedeutet, 

(54) == s cos r, x 2 i = s sin r ; r — + 

Wenn wir in das Integral (52) die Veranderlichen t, <p einfuhren, so wird 
x * + ¥ 

(55) f* J* (x^ cos 9 1 + x 2 sin q>) t tp g , 



wobei n die Anzahl der „positiven“ Scbnittpunkte der gerichteten Ge- 
raden g mit $ ist, an denen g auf das linke Ufer von £ weist. Wir finden, 
wenn wir s und cp als Integrationsveranderlicbe nehmen, 


(56) 


fna,=f f cos (r — <p)stp y 


wobei L die Lange von ® bedeutet. Wegen 


(57) J cos (t — (p)<p = — [sin (r — cp)~\ =[sin(<p — t)] =2 


1) Die F ests etzung , dap die Fichten positiv zu nehmen sind, gilt im folgenden 
durchweg. Erst bei femeren TJntersnchungen wiirden die Vorzeichen eine Roll© 
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§ 3 Kurvenlange als Geradeninlialt 

erhalten wir aus (55) 

(58) = 2L. 

Betrachten wir zwei gegensinnig zusammenf allende gerichtete Geraden 
g x , g 2 und %, n z ihre im friiheren Sinn ,,positiven <e Schnittpunktzahlen 
mit Dann ist 

(59) 71^ + 712 = n 

die Gesamtzahl der Schnittpunkte von & mit der nicht geriehteten Ge- 
raden g, die mit den g t - zusammenf allt. 

Damit finden wir Croftons Ergebnis: 

Fur die ungerichteten Geraden g, die eine ebene Kurve $ treffen , ergibt 
sich 

(58) _/ng = 2l 

wenn n die SchnittpunktzaM von g mit $ und L die Lange von ® ist. Dabei 
tritt in der letzten Gleichung recbts kein nener Faktor 2 auf, da jede 
nngericbtete Gerade genan zwei gericbtete tragt. 

Bei dieser Uberlegung waren die Tangenten an ® besonders zu behan- 
deln. Aber die machen nicbts aus, da ihr MaB Null ist. Die Formel (58) 
gilt fiir jeden Kurvenbogen, der den Voraussetzungen von (53) geniigt. Der 
Giiltigkeitsbereich erweitert sick aber sofort auf jede „Kurve“, die sieb 
in bebebiger Weise aus endlich vielen solcben Bogen zusammensetzt. 

Wenden wir uns insbesondere dem einfacben Sonderfall zu, daB ^ 
eine Eilinie ist, d. b., wie man aucb sagt, eine gescblossene konvexe 
Kurve, also eine gescblossene Kurve der Ordnung 2. Fiir Eilinien gilt 
nacb (58) 

(60) fi=V 

wenn U den Umfang der Eilinie bedeutet und wenn wir wieder das 
Integral liber alle (ungerichteten) Geraden erstrecken, die die Eilinie 
treffen. Insbesondere ist das MaB aller Geraden, die eine Strecke treffen, 
gleicb ihrer doppelten Lange, wie man aus (58) oder (60) folgert. 

Von der Formel (60) von Crofton ausgebend kommt man in ein- 
facber Weise zu der eingangs erwahnten Formel von Cauchy fiir den 
Umfang einer Eilinie. Erinnern wir uns namlich an (38), daB g = pq> war, 
und erstrecken wir die Integration (etwa unter der Annahme, der Urspmng 
liege im Innern der Eilinie) nacb p von Null bis p((p), so finden wir 

+ 7t 

U =fp (<p) j> , 

— A 


( 61 ) 




(62) 
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und das ist die Formel von Cauchy. 1 ) Darin bedentet p(cp) die „Stiitz- 
funktion <£ , die den Abstand der Tangente vom Ursprung in der Abkangig- 
keit von ibrer Richtung angibt. 

Wenn wir nun wieder eine ,,beHebige £C offene oder gescklossene Linie 
betrackten, so folgt sofort, daB das Integral 

4=0 

ist. Dabei deutet g $ den Durchschnitt von g mit an und TJ den Umf ang 
der ,, konvexen Hulle ££ & von d. h. die Randlange des kleinsten Ei- 
gebiets, das & entkalt (vgl. die Eig. 3). Die Begrenzung von ® kann man 
_ sick meckanisck als Lage eines gescklossenen 

----- _ elastiscken Eadens vorstellen, der um gespannt 

wird (in der Eig. 3 punktiert). Es trifft namlick 
jede Gerade, die ® trifft, auek und es gibt 
keine Gerade, die ® trifft, okne ® zu treffen. 
Diese Eigensekaft ist neben der Konvexitat 
fiir die konvexe Hulle kennzeichnend. 

An diesem Beispiel siekt man zum erstenmal, wie die Eragen der Inte- 
gralgeometrie eng mit der Lehre von den konvexen Gebilden verkniipft 
sind, die seit Archimedes ein beliebtes Betatigungsfeld der Geometer 
gebildet kat, das wir hier nock oft streifen werden und uber das man sick 
in einer kiirzlick (1934) von Bonnesen und Fenchel ersckienenen aus- 
gezeickneten Sckrift unterrickten kann. 2 ) 

Wrr kaben uber die betrachteten Kurven erkeblicke Einsckrankungen 
gemackt, die sick leickt absckwacken lieBen, z. B. wenn man unter n die 
Anzakl der getrennten Strecken betracktet, aus denen der Durckscknitt 
bestekt, wie das bei J. Hjelmslev gesckiekt. Auck kann man die 
,, Lange ££ einer Punktmenge ^ durck das Integral (58) einfuhren, wie das 
H. Lebesgue und J. Favard getan kaben. Wir woken aber in diesem 
Buchlein zunackst lieber enge Voraussetzungen in Kauf nekmen, um uns 
nickt durck das Gestriipp mengentkeoretisckenKleinkrams den Aufstieg zu 
,,ansckaulichen ££ Ergebnissen zu ersckweren. Akerdings ist der Begriff der 
, , Ansekaulickkeit £ £ sekr unbestimmt, da die meisten Geometer ikr eigenes 
Arbeitsgebiet (oder das des eigenen Volkes) als ,,ansekaukck ££ und das 
der andem als ,,abstrakt ££ oder ,, formal' 4 anzuseken pflegen. Die Grund- 
lagen unsrer Integralgeometrie sind von W. Maak untersuckt worden. 
Wir bringen die einfacksten seiner Ergebnisse im folgenden § 21. 


1) A. Cauchy, Note sur divert theoremes relativs a la rectification . . Comptes 
Rendus Paris 13 (1841), S. 1060—1065. 

2) T. Bonnesen und W. Fenchel, Theorie der konvexen Korper, Ergebnisse 
der Matbematik . . 3, 1, Berlin bei J. Springer 1934. 
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§4: 


Bin Iiwarianzsatz der Optik 


Noch eine Bemerhung. Zahlt man die Schnittpunktszalil einer offenen 
gerichteten Kurve $ { (t) J ; 0 ^ t ^ 1 mit dem Anfangspunkt £ (0) und 
deni Endpunkt £(1) mit einer gericliteten Geraden g bei der Bereehnung 
von n mit + 1 etwa, wean g ins linke Ufer von $ eintritt, nnd sonst mit 
— 1, so ergabe sich als Wert Yon^pn g die doppelte Entf ernung der Punkte 
l (0) nnd £( 1). 

§ 4. Ein Invarianzsatz der Optik. 


Hier soil jetzt anf einen Zusammenkang unsrer Uberlegungen mit der 
geometrischen Optik kingewiesen werden. 

Nehmen wir in unserer Ebene eine feste Kurve deren Punkte j(s) 
auf die Bogenlange s von £ bezogen sind. Dann konnen wir (im Kleinen) 
eine Gerade g der Ebene durck einen Scknittpunkt £ mit also durch 
Angabe des zugehorigen s und durch. die Bichtung cp ibrer Normalen fest- 
legen. Put die Dichte g Laben wir dann nach (56) ge- 
funden 

(63) g = cos (r — <p) s(p, \ y 

wenn r die Tangentenrichtung in £ an $ angibt. 

Setzen wir (vgl. die Pig. 4) 


(64) 


<P + -«r = y, 


= v y 



worin y die Richtung der Geraden g und v die Richtung der Normalen 
an $ in £ angibt, so haben wir 

(65) # = y — v — 7z — (r — tp ) , 

wenn # den „Einfallswinker e 3 d. h. den Winkel zwiscken der Kurven- 
normalen und g bedeutet. Somit ist 


(66) g = — cos $•&$) 

Piihren wir aueh noch die Kriimmung von $ in £ ein, namlich 



so kbnnen wir (66) so umformen: 

(68) g = + r * <2 sin# • d . 

Wir wollen nun annekmen, die „Straklen ec g sollen an der Kurve 
nack dem Brechungsgesetz von Snellius 35 gebrochen :s werden. Mit anderen 
Worten ohne physikaliscke Einkleidung: Jeder Geraden g t durch £(<$) 
mit dem Einfalls winkel # x wird eine andre durch denselben Punkt 

Blaschke, lategralgeometrie, 2. Aufl- 2 
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£(s) von $ derart zugeordnet, daB 

( ) sin # 2 c 2 

fest ist. Die c, sind die Liehtgeschwindlgkeiten an beiden Ufern von 
Wir finden nach (68) 

(70) £“-!■ 

Das h.eiBt also : Bei BrecJmng ist unsre Dichte bis auf einen festen Faktor 
invariant . 

Lassen wir einen Strahl ein optiscb.es Instrument (der ebenen Optik) 
dux ehwandern , wobei der Strahl scblieBbch wieder in das Ausgangs- 
medixim zuriiekkehrt, so haben wir wegen c ± = c n 

(71) — ■ — ••• ^£=2 = 1 

Cg Cg 

und finden: 

Bei Durchgang durch ein optisches Instrument ist die Strahlendichte, 
dbgesehen vom Vorzeichen, invariant. 

Ans (70) ergibt sicb insbesondere fiir den Fall einer Spiegelung an einer 
Kurve & 

(72) Si — 82 - 


Das gefundene Ergebnis ist ein Sonderfall allgemeiner Satze aus der 
Optik (oder der Variationsrechnung), die am allgemeinsten von 
J. L. Lagrange (1808), H. Poincar# und E. Cartan gefaBt wurden 
und auf die icb nocb zuruckzukommen boffe. 1 ) 

Es ware vielleicht zu untersucben, ob und wieweit sich ,,jede“ Geraden- 
transformation q 2 in der Ebene unter geeigneten Kegularitats- 

annabmen durch eine Eolge von Spiegelungen an Kurven verwirklicben 
laBt, wenn bei dieser Transformation die Dicbte invariant ist. 


§ 5. Treffgeraden zweier Eilinien. 

Wir kehren zum Gegenstand von § 3 zuriick und sucben nacb Crofton 
die „AnzahT‘ aller Geraden; die zwei Eilinien ® l9 gleicbzeitig treffen. 

Wir nehmen zunacbst an, ^ und 
$2 liegen getrennt, baben also zwei 
,,innere C£ Tangenten gemein, deren 
Scbnittpunkt § beiBen soli (Fig. 5). 
Die konvexe Hulle (§3) einer Punkt- 
menge 3)1 soli 3k beiBen, und wir 
fiihren die Benennung 

ng.5. (73) !“ + § « ein. 

1) YgL W. Blaschke, Integralgeometrie 11, Zu r V ariationsreclmung, Hamburg 
Abhandlimgen 11 (1036), S. 359 — 366. 




§5 Treffgeraden zweier Eilinien 15 

Wir betrachten die Summe der Treffgeraden von und derer von 

&f. Sie enthalt nnr die Treffgeraden der Hiille £f + ^ und 

zwar genau alle die Geraden doppelt, die sowohl wie treffen. 
Somit gilt fur die zugehorigen Geradenanzahlen 

(74) U (St*) + U (St*) = U (% + StJ -f U 12 , 

venn wir mit ZJ 12 die gesuchte Anzahl der gemeinsamen Treffgeraden 
von fj, £ 2 oder, was dasselbe ist 1 ), von bezeiehnen. Somit folgt 

(75) U 12 « U (St*) + U (St*) ~ U (%+® 2 ) . 

Da nach § 3 die Anzahl der Treffgeraden einer konvexen Punktmenge 
gleich ihrem Umfang ist, finden wir das Ergebnis von Crofton (Seil- 
liniensatz ) : 

Die Anzahl £7 12 der Geraden , die sowohl wie treffen , ist gleich 

dem Umfang der gekreuzten Seillinie U ($*) + U (^f), die ^ und $ 2 um~ 
schliefit, minus dem Umfang der glatten Seillinie U -j- ® 2 ) um und ® 2 . 

Als Seillinien sind dabei die Gleiehgewichtslagen gesehlossener elasti- 
seher Bander um die Eilinien ® t - bezeichnet. In der Fig. 5 ist die glatte 
Seillinie punktiert und die gekreuzte dick ausgezogen. 

Wenn und sich schneiden, findet man ahnlich 

(76) U 1Z = U (t x ) + U (t 2 ) — U (1^+1©- 


Bestimmen wir noch die Anzahl der Geraden, die zwischen und 
laufen. Wir finden dafiir 

{ ’ ={u(®*)+umf)}-{u(® 1 ) + u(® s )). 

In Worten : 

Die Anzahl der Geraden , die und trennen , ist gleich dem Umfang 
der gehreuzten Seillinie um und weniger der Summe der Umfange 
der ® t *. 2 ) 

Eiir die Anzahl der Geraden, die die Hyperbel 


nicht treffen, findet Crofton den Wert 


4 / V a2 cos ' 2 d — b~ sin 2 # d #. 


1) Das stimmt bis auf die Geraden durch §, und diese baben das MaJ3 Null. 

2) Diese Ergebnisse in der Arbeit von Crofton, PML Trans. 158 (1868), Nr. 5, 6, 7, 
S. 185—186. 


2 * 
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Ben Ball von drei nnd mehr Eilinien und ihren gemeinsamen Treff- 
geraden hat Oroftons Yorganger im Lehxamt an der Militarakademie 
in Woolwich, der witzige nnd bewegliche Jude J. J. Sylvester behan- 
delt. 1 ) Es ergeben sick dabei sckon fur drei Eilinien zahlreiche Fallnnter- 
scheidnngen. 

§ 6. Punktepaare, Geradenpaare. 

Wir nekmen ein Paar von Punkten £, t) an, betrackten die zugehorigen 
Punktdickten 

(79) i= x x x 2 , % = y t y 2 

nnd wollen ans ikrem alternierenden Prodnkt £t) die Bickte q ihrer Yer- 
bindnngsgeraden als Faktor herausziehen. Gibt <p die N ormalenrichtung 
zu g wie in § 3, so kaben wir 

X = (% cos (p -f x 2 sin cp) ( — % sin cp x 2 cos cp ) , 

( 80 ) 

t) = (y x ooscp + y 2 sin cp) (— y x sin cp + y 2 cos <p) . 

Fur das Prodnkt folgt dann mittels (49) 

(81) £$ = + H(~~ XiSintp + x 2 cos <p)(— y x sin 99 + y z coB<p). 



Waklen war anf jeder Geraden g v) einen 
Punkt p(u, v) } wobei u , v ,,beliebige c< Para- 
meter bedeuten! Bann konnen wir setzen 
(Fig. 6): 


%! = Pi —r sm cp, y 1 = p 1 —$ sin 99, 
x 2 — P 2 4- r cos 9 ? , y 2 = p 2 -f s cos 9 ? 
nnd finden darans ebenso wie (48) ans (46) 

— &L sin 99 + x 2 cos cp — — pi sin cp + p 2 cos 9 ? 4- r , 

— y x sin cp + y 2 cos 97 = — sin cp + p 2 cos cp + s . 
Nun ist aber 


(82) 


(83) 


(84) gp 1 = gi>2 = o > 

denn g enthalt den Faktor uv, und 59 ist eine Linearbombination von u , v . 
Baker ergibt sick 

(85) £t)=igfi 
oder 

(86) £*> = ($ — r) gfi 


1 ) J. J. Sylvester, On a funicular solution of Buffons „Problem of the 
needle . . Acta Mathematics 14 (1890—91) S. 185—205. Dort zu Anfang und 
zu Find© der Arbeit einige geschichtliche Angaben. 
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Dabei ist t die Entfernung von £, t), und r konnen wir als Dickie von £ in g , 
i als Diclite von t) in g bezeiclmen. Wir sprechen aueh von der Dickte r 
der Sckiebungen langs g. 

Leiten wir nun die entsprechenden Formeln fiir Geradenpaare her. 
Nehmen wir zwei Geraden g, f) durch denselben Punkt £ mit den 
Normalenrichtungen cp, ip, dann haben wir nach § 2 (24) 
g= (^cos^-j- x 2 sin (p) cp, 

(87) 

f) — cosy) -f # 2 sin y) ip. 

Wegen 

(88) (&L cos (p 4- x % sin <p) (x x cos ip + x 2 sin ip) = x ± x 2 sin (ip — cp) 
foigt daraus die gewiinschte Formel 


(89) 


= £ sin (cp — ip) - <pip 


<p , ip kann man als Dichten von g , ^ um den Schnittpunkt £ bezeiclmen 
oder als Dichten der Drehungen um £. 

Leiten wir uns nebenbei schlieBlich auck noch eine entsprechende 
Formel fiir ein Elemen ten paar her, dcts aus einem Punkt £ und einer 
Geraden g besteht. Wir setzen 

= (v 4* a>) cos cp — b sin cp , 

(90) 

x 2 = (p -j- a) sin cp + b cos cp 

und finden fur 

(91) 53 =x 1 x % pq> 
den Ausdruck 

(92) jg = d&g 


In ahnlicher Weise sind derartige Formeln von Lebesgue hergeleitet 
worden. 1 ) 

§ 7. Formeln von Crofton fiir Eilinien. 

Mittels der Formeln von § 6 ist es leicht, mehrere merkwiirdige Er- 
gebnisse Crofton s herzuleiten. 

Es sei ® ein Eigebiet , d. h. ein besckranktes konvexes von einer Ei- 
linie umschlossenes Gebiet unserer Ebene. Wir betraehten Paare von 
Geraden g, f), von denen jede & trifft, so daB die Durchschnitte 

(93) g$4=0, f)®4=0 

sind, und wollen die „Anzahl“ solcher Paare berechnen, die sich in ^ 
schneiden : 

(94) M t =f gf>, 

1) EL Lebesgue, Exposition d’un Memoire de M. W. Crofton, Konvelles An- 
nales ... (4) 12 (1912), S. 481—502. 
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rand soldier, die sick auBerkalb von ^ schneiden: 

(95) M „ = j$. 

Man kann die folgende Integralformel leickt nachrechnen : 

to ta 

(96) Cf j sin (<p — yj) j <pip = 2 (co — sin co). 
oo 

Znr Berechnung von benutzen wir nun (89) nnd die letzte Integral- 
formel (96) fiir co = 7t und finden (gf> = £)*) 

(97) Mi = 2 tzF, 

wen n F den Flache ninh alt von SB bedeutet. Durch die entsprecbende 
Rechnung ergibt sieh fiir M a der Ausdruck 

(98) M a = 2'f (co — sin <o)% . 

Dabei bedeutet £ < SB , daB £ zu SB gehort, nnd £ <£ SB das Gegenteil. 
Femer co den Winkel, nnter dem man SB ans dem Punkte £ (£<£SB) sieht, 
mit 0 ^ a> ^ Jr. Da der Integrand in M a positiv ist, geniigt es zmn 
Existenzbeweis dieses uneigentlichen Integrals zn zeigen, daB es beschrdnht 
ist. Dazn geniigt zn bemerken 

(99) M { +M a =f gij =/ a • f% = V » 

nacb (60), wenn U der Umfang von $ ist. Hierans folgt die bebanptete 
Reschranktheit M a < U 1 2 . 

Wegen (98) sagt Crofton : (co — sin co) ist die ,,Dichte Ci der Schnitt- 
pnnkte der Treffgeradenpaare von Setzt man (97), (98) in (99) ein, 
so ergibt sick folgendes seltsame Ergebnis Crofton s: 

( 100 ) zzF + f* (co — sin co) £ = \ U 2 

Crofton ist iibrigens zn seiner Eormel fiir die Dickte (co — sin co) anf 
anderem Wege gekommen, namlich durch Anwendung des Seillinien- 
satzes von § 5 anf & nnd einen kleinen Kreis an der Stelle £. 

1) D. h. es soil £ der Schnittpunkt von g, % sein. Fiir die zugekorigen Dickten 

gilt die Formel nicht. 
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Integral© der Sehnenpotenzen bei Eilinien 

§ 8. Integrale der Sehnenpotenzen bei Eilinien. 

Es sei s die Lange der „Sehne (i , d. h. der Strecke, die die (ungerichtete) 
Gerade g mit dem Eibereieh $ gemein hat (s ^ 0). Dann werden wir die 
folgenden zum Eibereieh £ gehorigen Integrale betrachten: 

(101) S k = f > g 

mit etwa ganzzahligem h. Sei andrerseits £, ein Paar von Punkten 
in ^ und t sein Abstand (t ^ 0). Dann bilden wir die Integrale 

( 102 ) T k =f 

Zwisehen diesen Integralen S k und T h laBt sich mittels eines Ergeb- 
nisses von § 6 ein Zusammenhang herstellen. ISTaeh (86) haben wir namlich 

(103) T k —J* i*+ 1 rr'g 
mit 

(104) i = ! t* — r'j. 

Halten wir bei der Integration erst g f est und beaehten wir fur h -f 1 ^ 0 

S g 

(1 ° 5) // l r - r ' ii+1 "'=W+W+3) 5i+3> 

0 0 

so finden wir den behaupteten Zusammenhang 


(106) 


rp ± L q 

+ 2)(Jb~h3) 


Betrachten wir noch die niedrigsten Falle. Fur S Q folgt aus dem Ergeb- 
nis von § 3 (60) iiber die Ub ereins timmung des Geradeninhalts mit dem 
Umfang 

(107) S 0 =U. 

Zvr Berechnung von S t benutzen wir § 7 (97): 

(108) ' jf,==/ i g| = 2jr.F\ 

s$='e<£ 

Halten wir bei der Integration zuerst g feet, so ergibt sich nach § 3 (58) 

(109) fi) = 2s 


als die doppelte Sehnenlange von g$. Somit ist 

( 110 ) S 1 =fsQ = nF 
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Biese Formel (110), die mit dem hier vorgetragenen Beweis ihre Giiltig- 
keit auek fur nicht konvexe Bereicke bekalt, soli spater in § 9 nock 
einmal hergeleitet werden. 

Naeh (106) ist, wenn man darin f iir h = — 1 setzt, 

mi) *■-/¥■ 

Darin liegt die Existenz des uneigentlichen Integrals T_ 1} das man als 
Newtons Selbstpotential von ® bezeichnet. Fiir k = 0 ergibt sich aus (106) 


(112) £ 3 =3F 2 
und fiir k = 1 

(113) = 

Z. B. fiir den Fall des Einkeitskreises findet sick 

2-4-.. k 


(114)! S h 

fiir gerades k und sonst 


(1M)i 


S t 


3 . 5 ...(*+ 1) 

1-3 • * * k 
: 2-4 — (jfc_f_l) 


• 2*+! - ; 


. 2 fc • 


§ 9. Die kinematische Dichte. 

Wakrend das Biskerige eine Art Berickt iiber Ideen war, die in der 
Hauptsacke von Grofton stammen, wollen wir jetzt zu einem neuen 
Gegenstand iibergeken, dessen Grundbegriff, die 
kinematiscke Dickte, von H. Poincare 1 ) eingefuhrt 
wurde und dessen Verwertung man insbesondere 
meinem, catalaniscken Mitarbeiter L. A. Santaxo 2 ) 
verdankt. 

Wir nekmen als Element ein Acksenkreuz 36 (£; £> , to) , 
bestekend aus seinem Ursprung £ und zwei ortho- 
gonalen Einkeitsvektoren t> und to mit v ± w 2 — w x v 2 ~-\- 1. Seine Be- 
stimmungsstiicke sind auf ein festes Achsenkreuz bezogen. Wir setzen 
(Fig. 7) 

t?! = + cos <p , v 2 = -f sin 9? ; 
u\ — — sin <p, w 2 = -f~ cos <p 
und betrachten nack Poincare das altemierende Produkt 



Fig. 7. 


(115) 


( 116 ) 36 = x 2 9? = £ (p 

1) H. Poincare, Calcul des Probability, Paris bei Gauthier- Villars 1896, Chap. 7, 8. 

2) I*. A. SantalA, Geometria Integral 4, Sobre la medida cinematica en el 
piano, Abhandlungen des Math. Seminars Hamburg 11 (1935), S. 222—236. 
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Wir behaupten: 

36 ist die ( im wesentlichen eindeutig bestimmte ) gegeniiber Euklidischen 
Bewegungen invariante Diehte fiir Achsenkreuze . 

Tatsachlich sind die beiden I 1 aktoren £ und cp einzeln gegeniiber Be- 
wegungen invariant, und die Einzigkeit folgt wie in § 2 aus der Tatsache, 
daB die Bewegungen die ( gleichsinni gen) Achsenkreuze transitiv ver- 
tauschen. 

Die bewiesene Invarianz von 36 laBt sich so ausdrucken: 

I. Bewegimgsinvarianz. Die kinematische Diehte dndert sich nicht , wenn 
man in der festen Ebene an Stelle des Achsenkreuzes 36 0 ein neues 36 * einfiihrt- 

Dazu tritt folgende zweite Invarianzeigenschaft : 

II. W ahlinvarianz. Die kinematische Diehte dndert sich nicht , wenn man 
in der bewegten Ebene an Stelle von 36 ein neues Achsenkreuz 36* einfiihrt. 

Dabei wird also 36* als mit 36 starr verbunden vorausgesetzt : Der 
neue Ursprung £* hat dann in bezug auf 36 0 die Koordinaten 

^ 117 &i-{- <h cos cp — a 2 sin <p , 

x xf — x 2 + <h. sin cp -f- a % cos cp 


mit festen a i3 und dazu koramt 

(118) <p* — 9? + konst. 


Wir finden daraus 


(119) 


x* == Xi (mod ip ) 1 ) 3 


und darin liegt die behauptete Wahlinvarianz 
(120) x-l x 2 cp — xf xf cp*. 


SchlieBlich konunt noeh hinzu die 

HL Umkehrinvarianz. Die kinematische Diehte ist (abgesehen vom For- 
zeichen) invariant gegen die „Umkehr ce der Bewegung. 

Darunter ist folgendes zu verstehen. Fiir einen mit dem „bewegten C£ 
Achsenkreuz 36 starr verbundenen Beobachter beschreibt das „feste“ 
36 q die „umgekehrte Bewegung te . Yon 36 aus gesehen, hat der Ursprung £ ft 
von 30 q ( h e Koordinaten 

Vi = — x, eos cp — x 2 sin cp , 

( 121 ) 

y 2 = + sin cp — x 2 cos cp t 
und dazu kommt fiir den neuen Drehwinkel 
(122) y) = — cp . 


1) Dies© Sehreibweise bedeutet das Bestehen einer Gleichung ^ a q>. 
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Hierans berechnen wir tatsacblich 

(123) i) = &ftV = — AiX 2 q> = — 36, 

wie bebanptet. 

Geben wir fur die kinematische Dicbte neben (116) noch einen anderen 
Ansdruek ! Zieben wir durcb £ die Gerade g in. der Bicbtung it), so daB 
ihre Dicbte nacb (24) 

(124) g = (% cos y 4 x 2 sin y) cp 
wird. Wir baben nacb (116) 

(125) 36 = x x x 2 y = (^xcos^-f- x 2 sirup) (—d^sirup 4 x 2 cosy) y 


nnd darans wegen (124) 

(126) 36 = — (— a* sin cp 4 x 2 cosy) g . 


Fiibren wir anf jeder Geraden g (u,v) einen beliebigen Anfangspnnkt 
})(!£, v) ein, so gilt wieder wie in § 6 (82), (83) 


(127) 

nnd 


«i = Vi — t sin y } 
x 2 = Tz + ^ cos 9 


(128) — ^sing? 4- x 2 cosy — ( — sin y 4 p 2 cosy) 4 £• 


Da der erste Term recbts eine Linearkombination von u , i ist, ergibt 
sicb dureb Multiplikation mit g ans (126) 


(129) 36 = — g t 

Wabrend in (116) als Ansgang ein Punkt £ der bewegten Ebene ge- 
nommen war, haben wir jetzt in ( 1 29) unseren Ausgang von einer Geraden g 
der bewegten Ebene genommen. Als zweiter Eaktor trat in (116) die 
Dicbte <p der Drehungen nm £ auf, wabrend in (129) die Dicbte t der 
Schiebungen langs g eingeht. 

Berecbnet man die „AnzahT £ aller Acbsenkreuze, deren Urspmng in 
einem Berexcb $ liegt, das eine Mai mittels (116), das andere Mai mittels 
(129), so erbalt man nenerdings die Eormel (110). Dabei ist die Kon- 
vexitat des Bereicbes nicbt erforderlicb. s bedeutet die Gesamtlange 
des Dnrcbscbnittes g$. 

Unsere Mnematiscbe Dicbte tritt immer dann anf, wenn wir als Ele- 
ment eine Eigur einfxibren, die keine Bewegnngsinvariante entbalt nnd 
keine stetige Grnppe von Bewegungen in sicb zulaBt. Z. B. konnen wir 
an Stelle eines Acbsenkrenzes ein (gericbtetes) Linienelement verwenden, 
d. b. den Inbegriff eines Punktes £ und einer mit ibm vereinten (gericb- 
ieten) Geraden g. 
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Wir wollen fur die kinematische Dicbte 36 noch eine allgemeinere Formel 
herleiten. Es sei $ 0 eine Kurve in der Ebene des festen Achsenkreuzes 
33 q , ® eine Kurve in der bewegten Ebene von 3£ , ferner t) ein Sclmittpunkt 
von niit $ und ip der Scbnittwinkel von und £ in t), s g und s die 
Bogenlangen auf und gezah.lt von be- 
liebigen Anfangspunkten auf diesen Kurven 
bis zum Schnittpunkt t) (Fig. 8 ). Dann, be- 
haupten wir, gilt 


(130) 


36 = — s 0 sip sin ip 



Es seien ^(Sq), y 2 (s 0 ) die Koordinaten von t) beziiglich 36 0 und 
i/i(s), y 2 {s) die Koordinaten 1 ) von t) beztiglick 36. Die Koordinaten x t 
des Ursprungs £ von 30 beziiglieb 30 o sind dann 

Xi = Vi- yi'coB<p+ y 2 ' sin <p, 

(131) 

x 2 = y 2 — y x ' sin 97 — y 2 cos <p. 

Ferner haben wir fur die Riehtungen von $ 0 und ® in den zugehorigen 
Achsenkreuzen 

y% — Sq cost 0 , y 2 == Sq sinTp j 

(132) y t ' — s cost , y 2 — s sinr ; 

y> = * — *o+ <P* 

Zur Berechnung der kinematischen Dichte 36 = x 1 x 2 <p finden wir 
% iji — Vi! °os <p - 4 - y 2 ' sin 9 ?, 

*2 = y% ■ 


- sin <p — y 2 cos <p 
dbj i s 0 cosr 0 — i cos (r 4 * 9 ?) , 


(mod 9 ?) 


±2 s 0 sinr 0 — s sin (r + cp) 

30 == Xj %2 cp = — s Q s<p simp. 

$0 8y)= + q>) = s&s<p. 


(mod (jp) 


(133) 

oder mittels (132) 

(134) 

Daraus folgt 

(135) 

Andererseits ist 

(136) 
da 

(137) i o r 0 = ir=O 

ist wegen r 0 — r 0 (s ), r = r(s) - In (135), (136) ist aber unsere Behaup- 
tung (130) enthalten. 


1) Die Strich© bedeaten bier keine Ableitungeu \ 
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Nennen wir einen Schnittpunkt von $ 0 , ® positiv, wenn $ ins linke 
Ufer von eintritt, so daB wir 0 < ip < n nehmen konnen ! Dann halten 
wir zunaehst s Q} s fest nnd integrieren nacli ip zwischen 0 nnd tz: 

( 138) f%~ J*Sq s d cos ip = 2 / s s 0 . 

Drehen wir nun unsere Kurve £ mn jeden Schnittpunkt von und ® 
durch den Winkel 71 > dann bekommen wir durch Integration, wenn wir 36 
und die Kurvenlangen L 0 und L positiv in Pechnung stellen, 

(139) fn + i=2L 0 L. 

Dabei ist die Anzahl der positiven Schnittpunkte von mit Genau 
so findet sich (wenn man den Sinn von & umkehrt) fur die Anzahl n_ 
der negativen Schnittpunkte 

(HO) fn_i = 2L„L 

und durch Addition fur die Gesamtzahl 
(141) n — n + + 

aller Schnittpunkte die Formel von Poincare 

(H2) fn£ = 4Z 0 L 

Die Integration ist dabei iiber alle Lagen vcn $ zu erstrecken, die kine- 
matische Diehte 26 von $ ist > 0 zu nehmen, und L 0 , L sind die Langen 
von ® 0 , IE. 

Ein Unterschied ge gen die tTberlegungen von § 3 ist hier der. Dreht 
man den Sinn einer Kurve ® um, so ist im allgemeinen die umgerichtete 
Kurve nicht mehr zu ® kongruent, wenn namlieh ® nicht bezuglich 
eines seiner Punkte symmetrisch ist. Deshalb der eine Paktor zwei auf 
der rechten Seite von (142). 

Bemerkung. Es liegt der Gedanke nahe, den Beweis von Poincares 
Formel (142) auf folgendem Wege zu fiihren. 1. Man beweist (142) zu- 
nachst unter der Voraussetzung, daB S 0 , $ Strecken sind. 2. Dann laJBt 
sich die Gultigkeit von (142) leicht auf den Fall ausdehnen, daB t 0 , ® 
geradlimge Videcke sind. 3. Um den Nachweis von (142) allgemein 
zu ; erbringen, hat man dann beliebige Kurven S 0 , Si durch Yielecke 
, $ anzunahern. Dabei stellt sich aber die folgende Schwierigkeit ein : 
Auch wenn und S' nahe an und ® Iiegen, braucht die Schnitfc- 
punktzahl n' von ®„', Si' nicht nahe der Sehnittpunktzahl n von ® 0 , ® 
zu sein. Vergleiche dazu im Folgenden § 21 und W. Maak, Integral- 
geometrie 18, Hamburg. Abhandlungen 12 (1936) 
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§ 11. Isoperimetrie des Kreises nack Santalo. 

Wir wollen nack Santalo von der Formel (142) Poincares eine A n~ 
wendung machen zum Beweis der sogenannten , ,isoperimetriscken Eigen- 
sckaft ec des Kreises, unter ,, alien 4 4 ebenen Kurven gegebenen Umfangs 
grofiten Flaekeninkalt zu umgrenzen. Dabei wollen wir uns zunackst den 
Weg dadurch erleichtern, daB wir zum Wettbewerb nur Eilinien zulassen. 

Zur Anwendung von (142) nehmen wir fur $ 0 eine Eilinie und fur & 
einen Kreis vom Halbmesser r mit dem Mittelpunkt £. Die kinematische 
Dichte von ^ ist gleieh dem Flackenelement jmal dem Drekwinkel 
um £, also 

(143) 3 

und da alle solchen Kreise mit demselben Mittelpunkt zusammenf alien, 
konnen wir eine Integration vorwegnekmen und entspreckend fur 

(144) fk = 27ci 

setzen. Somit ergibt sick in unserem Fall aus (142) 

(145) fng — 'irU, 

wenn U der Umfang von % ist. Natiirlick konnte man diese Formel 
auch leicht immittelbar kerleiten okne Berufung auf die allgemeinere 
(142), so wie wir das spater in § 15 in einem aknlicken Fall fun werden. 

Bezeicknen wir den Flaekeninkalt des Gebiets der Mittelpunkte aller 
Kreise vom Halbmesser r, die mit der Eilinie genau Jc Punkte gemein 
kaben, mit F k (F k 0) , so ist 

(146) fn % = 2 F a + 4 F t + 6 F a + 

Der Flaekeninkalt des Gebiets der Mittelpunkte aller Kreislinien $ vom 
Halbmesser r, die die Eilinie iiberkaupt treffen, soil G keiBen. Dann ist 

(147) G — F 2 ~r F 4 -{- F 6 -f- 
Somit folgt aus (145), (146), (147) 

(148) 2rU — G = F 4 + 2F 6 + 3F 8 -i . 

Es sei r € der InTcreishalbmesser von Bo , d. k. der Halbmesser des grOBten 
in entkaltenden Kreises, und r u ikr Umhreishalbmesser, d. k. der Halb- 
messer des kleinsten entkaltenden Kreises. Liegt dann r zwiseken r £ 
und r u , 

(149) 
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so hat das Mittelpunktgebiet der treffenden Kreise & vom Halbmesser 
r kein Loch, d. h. 3 es ist einfach zusammenhangend und wird von der 
auBeren Parallelkurve im Abstand r von umscblossen. Fur deren 
Flaeheninhalt, das ist genau unser G, gilt bekanntlich (nach J. Steiner), 
und wie man leicht bestatigt (vgl. § 13), 

(150) G = F + rU 

wenn F, U Flaehe und Umfang von sind. Danach haben wir 

(151) 2 rU -G = rU-F-nr*=(^-F)-n(-£--r)\ 

Durch Vergleieh mit (148) folgt die Gleichung von Santalo 


(152) 


2A+ 3 T.+ 


Beachten wir: Wenn von zwei Eilinien die eine die andere enthalt, so 
bat die auBere den groBeren Umfang. Das folgt z. B. sofort aus der 
Deutung desUmfangs als Geradeninhalt (§ 3). Desbalb ist, da derlnkreis 
in $£ liegt und der Umkreis $ enthalt, 


(153) 


U_ 

2zz 


'^0, ~ 


■f.so, 


und somit gibt es genau ein r, das der Vorscbrift (149) geniigt und fur das 


(154) 


U 

2st 


— T = 0 


ist. Das gibt folgenden Sonderfall von (152) : 

(155) — F =F t + 2F 6 + 3F ' 8 + • • - . 

Darin bedeutet F h den Flaebeninbalt des Gebiets der Mittelpunkte aller 
Kreise, die zu $ 0 umfangsgleicb sind und mit $ 0 genau k Punkte gemein 
haben. 

Aus (152) oder (155) folgt die „klassische“ Ungleichheit 


(156) 


U 2 
4:71 


— F^O 


die die isoperimetrische Eigenscbaft des Ereises aussagt. Aber natiirlich 
gibt die Gleiebung (152) meirr. Z. B. laJBt sich aus (152) sofort eine Eormel 
von T. Bonnesen (1921) gewinnen, die (156) verscharft. Es folgt nam- 
lich fur r = r t ,r u aus (152) 


U* 

4jc 

U* 




)'■ 


( 157 ) 
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Wegen der Beziehung 

(158) + 
folgt aus (1 53), (157) 

(159) 

Dies ist Bonnesens Verseharfung der klassischen Formel (156). 1 ) 

Aus (159) folgt sofort die Losung der „Einzigkeitsfrage ie , namlich der 
Frage, warm in (156) das Gleichheitszeichen gilt. Naeh (159) muB dann 
Ti — r u sein, d. h. Umkreis und Inkreis mussen zusammenf alien, was nur 
dann eintritt, wenn selbst ein Kreis ist. 

Das Hubsche an den Formeln (152), (155) ist, daB man es dabei nieht 
mit Ungleichheiten, sondem mit GleicTiungen zu tun hat, bei denen alle 
vorkommenden Glieder eine einfache geometrische Bedeutung besitzen. 
Die hier benutzte Formel von Steiner fur den Flacheninhalt von Par- 
alleUinien werden wir spater in § 13 neu herleiten. 

Einen zweiten, ebenfalls aus Poincares Formel (142) entspringenden 
und ebenfalls von Santalo stammenden Beweis fur die Extremeigen- 
schaft des Kreises werden wir spater in § 13 kennenlemen, einen dritten 
in § 15, einen vierten in § 20. 

§ 12. Anzahl der Strecken gegebener Lange, die einen Eibereich treffen. 

Es sei ein Eibereich und © eine gerichtete Strecke von der Lange l 
auf der ungerichteten Geraden g. Wir wollen die durch 

(160) A = f© 

se 0 

(wobei © die kinematische Dichte von © bedeutet) gemessene ,, Anzahl^ 
aller Strecken der Lange l berechnen, die $ 0 treffen. Wir verwenden fur © 
die Formel (129), namlich 

(161) I®l = ]0*U 

und finden, wenn wir bei der Integration zunachst g festhalten, fur ge- 
richtete Strecken 

(162) f<S=f(2s + 2l)Q. 

S&o'S+o J5 <js4=o 

1) Vgl. dariiber das Buch von T. Bonnesen ,,Les Problemes des Isoperime- 
tres . . .“. Paris bei Gauthier -Villars 1929, S. 63, undT. Bonnesen und W. Benches 
T heorie der konvexen Eorper, Ergebnisse der Math. ... 3, 1, Berlin bei Springer 
1934. Einen Nachruf auf den kurzlich verstorbenen danischen Geometer und 
Schauspieler T. Bonnesen (27. 3. 1873—14. 3. 1935) von J.Mollbrup findet man 
in der Matematisk Tidskrift B (1935), S. 16—24. Eine schwachere Ungleichheit. 
als (159) hat F. Bernstein, Mathem. Annalen 60 (1905) angegeben. 
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Dabei bedeutet s die Lange der J5 Sebne“ $ 0 g. Unter Yerwendung von 
(110), (60) ergibt sicb daraus 

(163) f© = 2{tzF + IU), 

SB, 2*4=0 

venn F nnd U Flaebe und Urnfang von $ 0 bedeuten. Fur nicht gericbtete 
Strecken ergibt sicb daraus 

<164) f<B = nF + IU 

<s =f=0 

Geben wir andrerseits zur Berecbnung von A von der Formel (116) 
fur die kinematische Dicbte aus, die wir jetzt so scbreiben: 

<165) © — %<p, 

wenn £ den Anfangspunkt von © und <p die Ficbtung von © bedeutet. 
Halten wir £ fest, so ist 

(166) J* q> = 2tz 

fur £ < und wir nennen 

<167) fy = c 

fur £ Dann ergibt sicb 

(168) P © — 2 tzF -f f co £ . 

2=4=0 £<£$# 

Darin beben wir dureb den Pfeil bervor, daB es sicb urn gericbtete 
Strecken bandelt. Dureb Yergleicb mit (163) findet sicb folgendes Er- 
gebnis von Santalo : 

<169) 2 lU = fa>i 

§ 13. Auzabl der Eibereicbe vorgeschriebener Gestalt, 
die einen festen treffen. 

Wir wollen jetzt die Betracbtung von § 12 dahin verallgemeinern, daB 
w an Stelle der Strecke © einen Eibereicb ® treten lassen und die Lagen 
von & abzahlen, die den festen Eibereicb treffen: 

(170) A =/s. 

Wir bezieben $? 0 auf einen , } Aufpunkt“ } der etwa im Inm ern von liegen 
soil, und finden zu ibm die Stutzfunktion p 0 (<p). Ebenso bezieben wir $ 
Anf einen im Innem von $ gelegenen Aufpunkt £ und bezeichnen die 
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Stiitzfunktion von ® beztiglich % mit p(<p). Nennen wir # den Drehwinkel 
von $ um £, so haben wir fur die kinematisehe Dicbte von 

(171) $ = £#. 

Halten wir zunachst $ fest, so sehen wir : Der Aufpunkt £ durchlauft, 
wenn ® parallel verschoben wird, so daB es immer trifft, einen Eibereich 
mit der Sttitzfunktion 

(172) P(cp, ft) = p 0 (<P) + Pi<P + n + #)■ 

DaB (172) bei f estem $ wieder Sttitzfunktion einer Eilinie ist, sieht man 
etwa daraus, daB als Bedingung fur Stutzfunktionen (neben der Periodi- 
zitat) sich 

(173) B = P + 0 S 0 

ergibt, d. b. positiver EZrtimmungshalbmesser. 1 ) Nun folgt aber aus (172) 
fiir die entsprechenden Krtimmungshalbmesser 

(174) R — r 0 4- r; r 0 ^ 0, r ^ 0, B ^ 0. 


Die hier verwendete Linearkombination von Eibereichen wird spater 
(§15) nalier erlautert. 

1) 1st 

(a) + x ± cos <p -f- x 2 sirup = p (<p) 

die Gleichung der Stiitzgeraden einer Eilinie, so ergibt sich ihr Beriihrungspimkt 
ans dieser und der daraus durch Teilableitung nach <p entstehenden Gleichung 

(b) — x x sirup -f- cos cp = p r (<p ) , 
namlich 

x x ~p cos 9? — - p' sirup , 
x z s=s p sin 93 4“ P' cos 9? . 

Daraus erhalt man durch Ableitung fiir das „vektorielIe Lmienelement* 4 
x x = — (p -j- p H ) sin cp * 9>, 
x 2 = 4- ip 4“ P H ) co B< P * * 

Fiir das Linienelement ergibt sich demnach als Projektion des vektoriellen 
Linienelements auf die Tangente s — — sin <p -j- x 2 cos tp, also der Ausdruek 
(e) i= (p4-p*}$>. 

Daraus ist der Krummungshalbmesser gleieh 


(c) 


(d) 


(f) 


r = T = p + j)". 
<P 


Fiir den Flacheninhalt W ergibt sich aus (e), (d) die spater zu benutzende Forme! 
(g) F = 1 — x 2 x^ — ifp(p+P*)*P 

oder durch Integration nach Teilen 




Blaschke, Integralgeometri^C 2. Anfl. 




-p' 1 ) <P 


Andererseits ergibt sicb aus {&( durch Integration wieder die 
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Fur den Flaeheninhalt F der Eilinie mit der Sttitzfunktion p{cp) er - 
•ha.1 t, m&n naeh (h) in der letzten FuBnote 
(175) F = ij p(p + p’)<p = if (P*~ 

Somit ergibt sich 

— 7t It 

P = p Q (<p) -f- p((p + #) 

gesetzt werden kann, indem wir statt tz - -j- # wieder $ einfuhren. Banach 
ist 

A = + 2p 0 p + p 2 ) — (p 0 2 + 2 p 0 'p' + p' 2 )} <j>& 

(178) = 2n{if‘ (p 2 - p 2 ) <p + §f(p(Q»* - p\pf) q>) 

+ff MPd—ffva'P'9®- 

Babei ist beim zweiten Glied rechts statt der Integrationsveranderlichen 
p + # wieder q> gesehrieben. Fiihrt man im letzten Integral zuerst die 
Integration nacb # axis, das nur in p' auftritt, so ergibt sich Null, da p 
die Periode 2 tt hat. Ferner ist nach Cauchy (61) 

(179) J p&= V, J*p 0 <p = U 0 , 

und somit ergibt sich nach (175), (178), (179) die Formel von Santalo 


(176) 

wobei 

(177) 


(180) 


= 2^(F 0 +F)+ U 0 U 


ft 


Sie ximfafit die friihere (163). Auch labt sie eine Umformung nach Art 
von (169) zu. 

Wir werden von (180) sofort zwei Anwendungen machen! 

Es sei insbesondere £ ein Kreis vom Halbmesser r. Bann folgt aus 
(180) die Formel von J. Steiger fur den Flaeheninhalt F r der auOeren 
Parallelkurve im Abstand r zu tmserer Eilinie 

(150*) F r = F 0 +VP T 0 4- nr 2 , 


wenn wir heachten, dab in xmserem 
xmd die Beziehung besteht 


lie U = 2 nr und F = nr 2 wird 


fk = 2?zF r . 
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Santalos F ormel (180) ist also eine naturgemaBe V eraUgemeinerung 
der Formel (ISO*) von J. Steiner. 1 ) Andere Verallgemeinerungen werden 
wir im folgenden § 15 (199), § 16 (227) kennenlemen. 

Wir wenden die Formel (180) von Santalo jetzt insbesondere anf den 
Fall an, daB die beiden Eibereicbe £ 0 nnd ® kongruent sind. Bann haben 
wir 

(181) fk = 4jzF-\-UK 

Andererseits ist nacb der Formel (142) von Poincare 

(182) W/ ^ :=:= 4 TJ 2 = 2 17 2 “f 4 «/ 4 -f~ 6 J g -4- • • *, 

wenn 0 die Anzahl aller Lagen von $ miBt, fur die der Band von £ 
mit dem von genau h Punkte gemein hat. Ebenso konnen wir (181) 
so schreiben: 

(183) 4 tzF + U % ~ </ 2 ~r J 4 + J eHr 

Babei ist J 0 — 0 , weil £ sicher nicht innerhalb von Platz hat. Teilt 
man (182) durch zwei und zieht davon (183) ab, so entsteht 

(184) jj* — 47tF = / 4 -j- 2 ^+ 3 J 8 + 

Bies ist der zweite Beweis und die zweite Verscharfung von Santalo 
fur die klassische isoperimetrische Ungleichheit U 2 — 4 tzF ^ 0 . Wir 
wiederholen: In (184) bedeutet J k die ,,Anzahl“ der Lagen der zu $? 0 
kongruenten Eibereiche deren Pander mit dem von ^ genau Tc 
Punkte gemein haben. Ber „Einzigkeitsbeweis ££ scheint hier weniger 
einfach als in § 11. 

§ 14. Weitere Ergebnisse Santalos iiber starr bewegliebe Linien. 

Es sei ein fester Bereich, ein starr beweglicher, £ ein Punkt im 
Burchschnitt Konvexitat ist dabei nicht erforderlieh. Wir wollen 

die Anzahl der Moglichkeiten fur die zulassigen Lagen von £ und 
durch folgendes Integral auswerten (Fig. 9) : 

(185) = 

S<&o£i 

1) Vielleicht tritt die Formel (150) sehon fruher als bei Steiner auf. Bei 
J. Steiner, Tiber parallels Flachen, Monatsbericht der Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin (1840), S. 114—118 = Werke 2 (1882), S. 171 — 176, ist die ent- 
sprechende Formel fur die raumliche Geometrie hergeleitet, die in der Theorie 
der konvexen KLorper eine wesentliche Bolle spielt und auf die wir spater mehr* 
faeh zrnruckkommen werden (vgl. auch § 15). 

3 * 
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Dabei bedeutet j die Dichte des Punktes £ und die kinematiscbe 
Dichte des bewegliehen Bereichs Halten wir bei der Integration 

zuerst fest und bezeichnen wir den Flacheninhalt 
des Schnittbereichs mit F 01) so erhalten wir 

(186) A l =fF 01 & 1 . 

Halten wir andererseits zunachst £ in fest und 
St 6 zahlen wir die Lagen von ^ ab, die £ enthalten. 

Fi g .9. Wegen der Umkehrinvarianz der kinematischen 

Dicbte (§9) stimmt diese Anzabl iiberein mit der Anzahl der Lagen 
eines gerichteten Linienelements in ® l3 ist also gleicb 2 tiF 1 . Somit 
entstebt 

(187) A x =f 2 tzF 1 £= 2n F 0 F 2 . 

Durcb Vergleich von (186), (187) folgt 

(188) f ^ oi ®i = F 0 F 1 

An zweiter Stelle nebmen wir neben dem f esten Bereicb , der wieder 
nicbt konvex zu sein braucbt, eine (im allgemeinen offene) bewegbcbe 
Kurve $ mit der Lange L und eine bewegbcbe Gerade g. Wir berecbnen 
folgendes Integral: 

(189) A 2 =J*n® g, 

wobei n die Anzabl (im gewohnlichen Sinn des Wortes) der Schnitt- 
punkte von ® mit g bedeutet, soweit sie in liegen. Halten wir zunachst 
® fest und bezeichnen wir die Lange des Durch- 
schnitts mit l (Fig. 10), so folgt nacb Croftons 
Formel (58) von § 3 

(190) A 2 =2fl®. 

Jetzt halten wir bei der Berecbnung des Inte- 
grals (189) zunacbst g fest. Sei s die Lange der 
Sebne 5^g. Dann ist nacb der Formel (142) von Poincare in § 10 

( 191 ) fn®*=4sL 

und somit 

(192) A t = 4Lj‘, sg. 

Nacb (110) ist schlieBlich 

(193) 


So 



Fig. 10. 



A 2 = 4jr LF 0t 
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und durcb Vergleich. mit (190) erhalten wir die folgende Formel von 
Santalo : 

(194) flk 2 nF 0 L 

Erinnern wir nochmals an die Bedeutung der darin anftretenden 
Zeichen: k war die kinematische Dichte ftir die bewegliche Kurve, 
l die Gesamtlange ihres Durchschnitts mit dem festen Bereieh (ein 
Durchschnitt, der natiirlich. wie in Fig. 10 nicht zusammenhangen muB), 
F 0 der Flacheninhalt von und L die Lange von SL 1 ) 


§ 15* Minkowskis Ungleichheit fiir den gemischten Flacheninhalt. 

Wir wollen in diesem Abschnitt ein wenig von unserem engeren Gegen- 
stand abschweifen zu einem Gedankenkreis, der mit den Namen von 
Steiner, Brunn und Minkowski verkniipft ist 2 ). 

Sind p 0 (9?) und p x ((p) Stiitzfunktionen zweier Eilinien, so ist 

(195) p (<p) = c 0 p 0 (<p) -f- c x p x {<p) 

fur feste c 0 ^ 0, c x ^ 0, wie wir sebon in § 13 bemerkt haben, wieder 
Stutzfunktion einer Eilinie und wir sckreiben 

(196) !==Cofto + Cifli- 

Man kann dies am besten so einsehen : Ist £ 0 irgendein Punkt von $ 0 und 
£1 irgendein Punkt von so durchlauft der Punkt c 0 £ 0 + c^ 3 ) , wenn 
£ 0 und p x unabhangig voneinander und beschreiben, das Gebiet M. 
DaB aber dieses Gebiet konvex ist, d. h. mit irgend zweien seiner Punkte 
l, £' auch deren Verbindungsstrecke enthalt, sieht man aus der Formel 

(197) (l-% + *£'==e 0 {(l-% 0 -f *&'} + M(l-<)& + Hi!}, O^^l. 

Diese positive LinearJcombination honvexer JBereiche ist von dem gedanken- 
reichen Schweizer Geometer Jakob Steiner (etwa 1840) und dem viel- 
seitigen in Miinchen lebenden Bibliothekar, Geometer und Bomanisten 

1) Weitere verwandte Ergebnisse Santalos im folgenden § 23, Nr. 5. Vgl. feraer 
die folgenden Abschnitte §§ 16 — 20. 

2) Wegen der Literaturangaben und Gesehichte vgl. W. Blaschke, Kreis und 
Kugel, Leipzig 1916, und T. Bonnesen und W. Fenchel, Theorie der konvexen 
Korper, Berlin 1934. tlber H. Minkowski vgl. den ISTaehruf von D. Hilbert, 
Gottinger Nachrichten 1909 = Gesammelte Abbandlungen von H. Minkowski, 
Leipzig und Berlin 1911, 1, S. V — XXXI. 

3) Dies bedeutet fiir die Koordinaten x ile der Punkte £ t - die Linearkombination 
c 0 #0 fc + C 1 
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Hermann Brunn (etwa 1887) eingefiihrt und untersueht worden. 
Hermann Minkowski, wohl der hervorragendste jtidische Zahlentheo- 
retiker mid Geometer (1864— -1909), hat dann etwa 1900 den wesent- 
liehen Begriff des „gemiscliten Flacheninhalts^ eingefuhrt 1 ), von dem hier 
gehandelt werden soil. 

Dazu kommt man dnrch Berechnung des Flacheninhalts F von $ 
etwa mittels der Formel (h) ans der FuBnote zu § 13: 

(198) F = hj* (p 2 — p' 2 )<p. 


Das gibt namlich wegen (195) 

(199) F = c§F 00 + 2c oCl F Q1 + c\F lx , 

wobei 


(200) 


Fik=kf {PiPk—Pi'Pk')9 


gesetzt ist. Nach (200) ist insbesondere F m — F 0 , F n ~ F ± . Wir haben 
es in diesem gemiscliten Flaeheninhalt F ilc Minkowski s mit einer Art 
Polarenbildung des gewohnlichen Flacheninhalts (198) zu tun. 

Nimmt man c 0 = 1, c^ — r und fur den Einheitskreis um den Dr- 
sprung, so wird + der auBere Parallelbereieh im Abstand r von 
SEo. Durch Yergleich von (199) mit Steiners Formel (150), (180) ergibt 
sich in diesem Fall 

(201) 2F 01 = U 0 . 

Dasselbe folgt wegen (61) auch aus (200), wenn man darin Pi~p 0 , 
p k = 1 setzt. 

Dureh Integration naeh Teilen folgt aus (200) 

(202) Fi k = J fpi (p k -f p k ) p=-ifp k ( Pi + Pi) p 

oder, wenn man beachtet, daB (p € 4- p{) <p = das Bogenelement ist 

(vgl. § 13 (e)), 

(203) Fih~ ir J Pi $k= i J*Pk$ 

Es gilt nun die folgende Ungleichheit Minkowskis: 

(204) F* x - F Q0 F lt ^> 0 


1) Siehe FuBnote 2, S. 33. 
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IsTimmt man ^ als Einheitskreis, so geht (204) wegen (201) in die klas- 
siscbe isoperimetriscbe Ungleicbbeit U 2 0 — 4=:tF 0 :> 0 iiber. Wir wollen 
jetzt (204) nach dem Verfahren von § 11 beweisen. 

Es bandelt sicb zunachst darum, ein Gegenstuck zur Formel (142) von 
Poincare zu finden. Wir betrachten eine feste Kurve 

(205.) — ^(s); = cos o*, x 2 = sin or 

und eine zweite 

(206) yi = Vi (t); y x f = cost, y 2 = sinr. 


Beide sollen also anf ihre Bogenlangen bezogen sein. Wir wollen 
parallel zu sich verscbieben nnd als Dichte fiir die Lagen von % die 
Dichte eines mit verbnndenen Anfpnnktes § einfiiliren: 


(207) 

Dann finden wir 

(208) 


Zi — Xt — , $ = z 1 z 2 . 

% — s cos a — i cost, 
% — s sin cr — i sinr ; 


(209) 

Darans folgt 

( 210 ) 


j = si sin (or — t). 
fn j = fst | sin (a — r) | , 


weim n die Anzabl der Scbnittpunkte von roit ® x bedeutet. 

ISTehmen wir jetzt nnd ® x als Eilinien mit den Stutzfunktionen 
p 0 ((p) und p ± ((p) 3 so finden wir ans (210) durch Ausfuhrimg der Integra- 
tion nach t, wobei sicb die doppelte „Breite £C von $ x in Richtung cp ergibt, 

( 211 ) j'ni=2j’s{p 1 (<p) + p 1 (p + n)}. 


Wir fubxen die aus $ x dnrcb Spiegelung am Ursprung entstehende 
Eilinie $ 2 mit der Stutzfunktion 

(212) pt(<p) = Pi(<p + n) 
ein. Dann ist nach (211) und (203) 

(213) f ni = i(F 01 + F 0i ) 
oder, wenn wir 

(214) y n% = 2 4 Jf 4 + 6Af e 4- - * * 
setzen, 

(215) _ . 2(F WL + F m )^M 2 + 2M k + 
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Es sei nun S£ 2 <H e groBte zu $ 2 ahnlieh liegende Eilinie , die so 
parallel verschoben werden kann, daB sie in Platz hat, nnd q u $ 
die kleinste, die bei geeigneter Yerschiebung £ 0 enthalt. Dann ist 
wenn wir 

(216) Qt£e£ Qu 
nehmen, an Stelle von (215) 

(217) 2q (F 01 -f- J’og) = M 2 -f- 2Af 4 -j- 3Af e • • *, 

worin M k die „AnzahT‘ der durch Verschiebnng aus q entstehenden 
Eilinien bedeutet, die mit $ 0 genan h Punkte gemein haben. Andrerseits 
erfiiUen die Aufpunkte § wegen (216) den Eibereich $ 0 + Q > der naeh (199) 
den Inhalt hat: 


(218) F„+2 Q F n + q*F 11l = M % + M 4 + AT 6 + - - • . 


Dabei ist P 22 = P n 9 da die Eilinien % nnd dnrch Spiegelung am Ur- 
sprung auseinander entstehen. Aus (217), (218) folgt 

(219) 2qFql F qq — q 2 F u — AT 4 -j- 2 Af 6 -f- 3Af 8 -j- • • • 
nnd somit 

(220 ) 


Darin steekt sehon die Ungleichheit (204) von Minkowski. Aber wir 
koimen auch hier eine Yerscharfung wie in § 11 (159) herleiten. Wir 
haben namlich 


( 221 ) 


nnd daraus 


* ot rr -> -pi / F 01 \ 2 


Ai 


( 222 ) 




Aus dieser Formel 1 ), die ebenfalls Bonnesen geftinden hat folgt die 
Einziglceit : & 

Es gilt — A 7 A 1 =0 

0 0t Q0 X 11 — u 

nur fiir &{ = e „, also nor, wean and ^ ahnlieh liegen. 


1) Vgl. W. Busches, Hamburg. Abhandlungen 1 (1922), S. 206—209. 
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§ 16 . Die kinematisehe Hauptformel. 

Wenn wir auf die bisherigen Untersuchungen zuriickblieken, so scheint 
die Formel (180) von Santalo das wichtigste Ergebnis zu sein. Ibre 
Herleitung in § 13 fallt aber ein wenig aus dem Rahmen unserer anderen 
Untersuchungen heraus. Dazu kommt, daB Santalos Formel einen 
Sch5nh.eitsfeh.ler hat: sie gilt nur fur Eibereiche. Ich will deshalb in den 
folgenden §§ 16—19 noch zwei neue Beweise bringen und zeigen, daB 
die Formel (180) sehr verallgemeinerungsfahig ist. 

Nehmen wir zunachst an, © 0 und <3^ seien zwei beschrankte Gebiete 
unserer Ebene, die von stetig gekriimmten JoRDAN-Kurven W: 0 und 9^ 
berandet werden. Dabei wird eine Kurve nach C. Jordan benannt, wenn 
sie stetig und geschlossen ist und keine mehrfachen Punkte besitzt. 

Wir betrachten den Durchschnitt © 01 = und seinen Rand $R 01 . 

Dazu berechnen wir uns das Integral der Gesamtkrmnmung von 3! 01 , das 
wir mit 

(223) K ox = K (©„) « K (©o®!)- 

bezeichnen. Ist der Rand fft 01 wieder eine stetig gekrummte Jordan- 
Kurve, so ist K 01 = 2 jc. Wir verabreden, daB bei 
der Berechnung des Integrals 

(224) iT=/i=/r 

an Ecken die „AuBenwinkel S£ mitgezahlt werden 
sollen, daB ferner der Sinn der Integration so gewahlt 
werden soil, daB das umrandete Gebiet zur Linken 
liegen bleibt. Demnach ergibt sich fur 

(225) K Q1 =2j€Q a , Pig. li. 

wenn g a die Anzahl der auBeren Rander bezeichnet. So ist in Fig. 11 
die Anzahl g a — 2, also K 01 — 4zti. Wir werden spater (Fig. 12) auch Ge- 
biete betrachten, die neben auBeren auch innere Rander haben, dann 
ist allgemeiner 

(226) K = 2*fe.- e< ) f 

wenn q € die Zahl der inneren Rander bedeutet. Wir wollen nun die 
folgende „ kinematisehe Hauptformel^ beweisen 

(227) 2jr {K 0 Fi + U 0 U 1 + F a K x } 

Dabei sind in unserem Fall K 0 = K ± — 2uz, U t - bedeutet den Umfang 
von Fi den Flacheninhalt von % x die kinematisehe Diehte von 
und die Integration ist liber alle Lagen von zu erstrecken. Ins- 
besondere ist JK 01 = 0 zu setzen, wenn © 0 und keinen Punkt gemein 
haben. 
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Den bier folgenden Beweis der Hauptformel (227) verdanke ich Herrn 
W. Maak. 

Wir beg inn en mit einer Verattgemeinerung derFormel (142) von Poin- 
care. Nehmen wir statt (138) allgemeiner 

(228) J*f (y))t S 0 sf(y))dG os ip, 

worin / (ip) eine Funktion des Schnittwinkels ip (j ip | ^ n) unserer Kurven 
bedeutet, so finden wir, wenn wir 

4 - Tt 

(229) / f(y>)\d cos ip | = c 

— rc 

setzen, die angekiindigte Verallgemeinerung von (142), namlicb 

(230) fxJZf(V’) = cL 0 L 1 

Darin ist fur jede Lage 36 der bewegten Kurve die Summe iiber alle ibre 
Schnittpunkte mit der festen Kurve zu erstreeken. Fur / (ip) = 1 kommen 
wir auf (142) zuriick. 

Nehmen wir andererseits f(y)) = |y |, so finden wir 

(231) c =J*\ip\ \d cosi/)| = 2?r 

yt 

und deshalb 

(232) 

Wir baben also, wenn wir diese Formel auf unsere JoRBAN-Kurven3fl 0 , 9^ 
anwenden, 

(233) f^ 1 ^\y,\ = 2 m U 0 U 1 . 

Denken wir uns jetzt den Rand 9^ von ©* mit Masse von der (niebt 
notwendig positiven) Dicbte f belegt. Wir berecbnen uns das Integral 

(23^) J =/*©,, 

wo nur iiber die Massenbelegung auf zu integrieren ist. Setzen wir 
<235) fr=T 01 , 

so baben wir 

(236) J=fT al ®i. 

Wegen der Umkehrinvarianz der kinematischen Diohte (§ 9) Irftnnpn 
wir J aucli so schreiben 


( 237 ) 
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indem wir 11 ns jetzt fest und © 0 beweglich denken und die Integration 
nach r wieder liber den Durchschnitt erstrecken. 

Halten wir hierin zunachst den Randpunkt £ von mit der Dicbte f 
fest, so ergibt die Integration 

(238) f® 0 = 2nF 0 . 

£<<So 

Durch Integration nach i folgt somit aus (237) 

(239) J = 2xF (i T l3 
wenn 

(240) T 1= fi 

gesetzt wird. Der Vergleich von (236) und (239) ergibt 

(241) fT el ® 1 = 2nF 0 T 1 . 

Dieser Beweis entspricht genau dem von (188). 

Entsprechend (aber einfacher) zeigt sich 

(242) f Tj,®! = 2jtT 0 F 1 
mit 

(243) T w = fi 

bei Belegung von mit der Gesamtmasse T 0 . 

Nehmen wir jetzt fiir r insbesondere den Winkel der Tangente mit 
einer festen Richtung, also dr ids als Kriimmung! Beach ten wir, daB 
dann die Gleichung gilt 

(244) T 01 -f T 10 -f- JS] V ! = F 0l 5 

so folgt durch Addition von (233), (241), (242) unsere Hauptformel (227). 

Der vorgetragene Beweis gilt unverandert auch fur allgemeinere Ge- 
biete ©, die nach auBen und nach innen von einer endlichen Zahl stetig 
gekrummter JoRDAN-Kurven berandet sind, etwa 
fur Gebiete wie das in der Eig. 12 schraffierte. 

Darin ist die Anzahl q a der auBeren Hander —2 
und die Anzahl der inneren — 1, wir haben also 
nach (226) K — 2n. 

Dabei ist wesentlich, daB in der Formel (227) das 
Gebiet (& ± als Ganzes starr bewegt wird. Die K t 
werden nach (226) berechnet, F t ist die (positiv 
zu nehmende) Gesamtflache, £7* die S u mme der rig. 12 . 

(positiv zu nehmenden) Langen aller Bander von . 

Wir wollen auf die Hauptformel (227) unter diesen allgemeineren An- 
nahmen liber die betrachteten Gebiete im folgenden noch von einer 
anderen Seite her eingehen. 
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§ 17. Komplexe. 

Die Hauptformel (227) hat folgende Eigenschaft: Gilt (227) filr zwei 
Gebiete @ 0 ' und © 0 ", so auch filr deren Summe ® 0 ' + 05 o ". Diese additive 
Eigenschaft wollen wir jetzt untersuchen und sie dazu ausnutzen ; um 
die Giiltigkeit dieser Formel neu herzuleiten, ausgehend von den ein- 
fachsten Bausteinen, die wir dann aneinanderfiigen werden. 

AIs „Bausteine“ in unserer Euklidischen Ebene werden wir dabei be- 
nutzen : 

1. Punkte (= Eeken), 

2. Strecken (— Kanten), 

3. Dreiecke (— Dreiecksflachen). 

Dabei werden wir zu jeder Kante ihre Eeken und zu jedem Dreieck 
seine Kanten und Eeken mit hinzurechnen. 

Aus diesen Bausteinen bauen wir jetzt ,, Komplexe* £ auf. 

1. Endlich viele verschiedene Punkte bilden einen Punkikomplex oder 
Eckenkomplex. 

2. Ein Streckenkomplex oder Graf besteht aus endlich vielen verschie- 
denen Strecken, von denen je zwei entweder keinen Punkt oder nur 
eine Ecke gemein haben. Wir betrachten nur 3) reine tc Grafen, namlich 
nur solche, die auBer den Eeken ihrer Kanten keine weiteren Punkte 
enthalten. Ein Graf heiBt s) geschlossen“, wenn an jeder seiner Eeken 
genau zwei seiner Kanten zusammenstoBen. Ein Graf heiBt ein 

wenn er zusammenhangt und keine geschlossenen Grafen enthalt. 
Grafen wurden 1848 durch den Arzt J. B. Listing betrachtet, nachdem 
schon 1736 L. Euler besondere Grafen behandelt hatte. Der Name ,, Graf “ 
(oder , , Graph 4 4 , wenn man 
die Adels titel schiitzen 
will) stammt von W. K. 

Clifford. Baume sind zu- 
erst 1847 von G. Kirch- 
hoff und G. Ch. v. Staudt 
eingefiihrt worden. Die 
Pig. 13 gibt ein Beispiel 
eines Grafen, die Fig. 14 
ein Beispiel einesBaums 1 ). 

3. Dreieckskomplexe enthalten endlich viele verschiedene Dreiecke. 
Je zwei davon haben entweder keinen Punkt gemein oder nur eine Ecke 
oder nur eine Kante. Die Dreieckskomplexe sollen wieder rein sein, 
d. h. nur solche Kanten und Eeken enthalten, die mindestens eines ihrer 

1) Tiber Grafen vgL IX Kontig, Theorie der endlichen und un.endlicb.en Grapben, 
Iieipzig 1936. 
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Dreiecke beranden. Jede Kante eines solchen Complexes, die nur eines 
seiner Dreiecke berandet, heiBt /ret. Die freien Kanten bilden den Rand 
des Komplexes. Er wird als geschlossen voraus- 
gesetzt. Die Fig. 15 bringt ein Beispiel eines Drei- 
eckskomplexes, dagegen bilden die 
in Fig. 16 schraffierten Dreiecke 
keinen Komplex, da der Band nicht 
geschlossen ist. 

Sind d y h, a die Anzahlen der 
Dreiecke, Kanten und Eeken eines 
solchen Komplexes, ferner q a und 
die Anzablen seiner auBeren und inneren zusammenhangenden Rand- 
teile (Randvielecke), so ist 

(245) <5 — ^ + e = Q a — q £ . 

Urn das einzusehen, brauckt man nur die Innenwinkel p (0 < p < tz) 
aller Dreiecke zu summieren und findet 

(246) ^P — Tid — Sne — ^(tz 4- aB . 

Dabei ist zu beachten, daB die Winkelsumme in jedem Dreieck tz ergibt, 
und rechts, daB die Winkelsumme um jede innere Ecke 2 tz ergibt, 
wahrend auf dem Rande davon tc + oc abzuziehen ist, wenn oz(\oc\<.tz) den 
AuBenwinkel der Randkanten an der betreffenden Stelle bedeutet. Die 
Summe rechts ist also liber den Rand zu erstrecken. Nennen wir x T die 
Zahl der freien Kanten und x € die Zahl der unfreien, so ist 

(247) ]>-(n + oc) = nx r 4- 2 n (p a — Q t ) . 

Andrerseits ist, da jedes Dreieck von drei Kanten begrenzt wird, 

(248) 3 5 = 2 Ki + x r = 2 x — x r . 

Aus (246), (247) und (248) ergibt sich die Richtigkeit von (245). Wir 
werden wie in (226) 

( 249 ) 2 7i (q a — Qi) — 2 n (<5 — x e) — K (@ 5 ) 

die Gesamikrummung (des Randes) unseres Komplexes (5? nennen. 

§ 18. Die Hauptformel fur Bausteine. 

Denim vorigen Abschnittbetrachteten ,,Bausteinen“ unsererKomplexe 
konnen wir Gesamtkrummung K , Umfang U und FlacheFnach folgendem 
Schema zuordnen, indem wir Strecken und Eeken als entartete Dreiecke 
ansehen : 

(250) 


Darin bedeutet L die Kantenlange. 
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Wir beweisen nun noch eirrmal unabhangig von § 12 nnd § 13 zunachst : 
Die Formel (227) stimmt, wenn die © t - Bausteine sind . 

Der niedxigste nicbttriviale Fall ist der, daB © 0 nnd ©! beide Strecken 
sind. Dann ist also naeh (227) nnd (250) zn beweisen 

(251) J* Ku&l = 2tlU 0 U 1 = StzLqLj^ 
oder 

(252) C ©i = 4 I/q L 1 , 

© 1 = 4=0 

nnd zwar fiir gerichtete Strecken, da wir uns an © x ein Achsenkreuz an- 
gehangt denken. 

Dieser einfachste Fall von Poincares Formel (142) kann obne Miihe 
aus der Formel (129) fiir die kinematische Dichte erscblossen werden, 
Es sei min etwa © 0 ein Dreieek nnd © x eine Ecke, d. h. ein Punkt 
mit angehangtem Achsenkreuz. Dann gilt tatsachlich 


(253) 

f X 01 ©, = 4 n*F 0 

oder 

/@i = 2jiF 0 , 

(254) 


© 1<@ 0 

wie sofort ans der Erklarung (116) der kinematischen Dichte folgt. 

A Nehmen wir weiter an : © 0 sei ein Dreieck und ©j 
eine Kante. Wir zerlegen wie in der Fig. 17 das Drei- 
eck © 0 in vier kongrnente: © 0 °, ©q 1 , © 0 2 , ®o 3 Wir 
nennen die Kante, die © 0 ° nnd © 0 * gemein haben, g* 
nnd ihre Lange Lf: 2. Ebenso zerlegen wir © x durch 
seinen Mittelpunkt in zwei gleichlange Strecken ©-, 0 
rig. it. nnd ©j 1 . Dann ist [vgl. im Folgenden (265)] 

(255) f X { (® 0 ° + ©„<) ©,« ) ©, 

=S K (®o°@i°) ©1 +fK (©„«©,«) ©, - fx (§*'©,<>) ©,. 

Die ersten zwei Glieder rechts sind wegen der Kongrnenz von @ 0 ° nnd © 0 * 
einander gleich, nnd das letzte Glied ist aus (251) bekannt. Wir haben 
also 

(256) f X „° + @, = 2 fx (© 0 °©!°) ®, - 2 nLjL % . 

Ebenso ist 

(257) fx + ©o 1 + ©/ + ©„ 3 ) ©,» ) © x =f X (® 0 ©,») ©, 

= 4 fx (©„»©,«) ©, - 2 n UgLi , 

worin 
(258) 


V + W + V = u, 
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den Umfang von bedeutet. Ebenso finden wir [vgl. (265)] 

(259) fz (©o©!) © X =/X (© ,0^) &x+fK (©offixi) ©x-/. ^(©oJx) ©x- 
Das gibt mittels (253) 

(260) / X (@ 0 ©x) ©x = 2 /£ (® 0 ®x°) @x - 4 7z~J?q 
und in (257) eingesetzt 

(261) -/.£ (@o©x) ©x + 8 fK (® 0 «©x°) ©! = 4sr (*J, + Z7 0 £d . 
Andrerseits folgt aus der Formel (116) fiir die kinematische Dichte, daB 
sie sich mit A 2 multipliziert, wenn man alle Langen mit A vervielfacht. 
Somit ist 

(262) f K (@ 0 ©x) ©x = 4: fK (@ 0 » ®x®) ©, . 

Aus (261) und (262) ergibt sich aber die Richtigkeit der Hauptformel 
fiir den jetzt betrachteten Fall: 

(263) f K (® 0 ©x) ©x = * .t (tzK o + U 0 L x ) . 

Es bleibt schlieBlich noch der Fall zu betraehten, daB © 0 und (3^ beides 
Dreiecke sind. Hier kann man durch Aufteilung sowohl von ($5 0 wie von 
©! in vier Teildreiecke wie in der Fig. 17 und durch Verwertung der 
Eormel (263) die Richtigkeit von (227) genau wie im vorigen Fall be- 
weisen. 

§ 19. Die Hauptformel fiir Komplexe. 

Es soli nun gezeigt werden: Unsere Hauptformel ( 227 ) siimmt , wenn 
die%i beliebige Komplexe sind . Dabei sind fiir Komplexe den GroBen K, U, F 
Werte nach folgender mit (250) vertraglichen Vorschrift zu erteilen: 


(264) 


e bedeutet die Eckenzahl des Komplexes. Die Summe ist iiber alle zu- 
sammenhangenden Teilgraf en zu erstrecken, und <p bezeichnet die Felder- 
zahl des Teilgraf en (also cp = 0 fiir Baume). Diesen Ausdruek fiir die 
Gesamtkriimmung eines Grafen gewinnt man am einfachsten aus (249), 
indem man die Kanten als entartete Dreiecke ansieht, da sich o a als 
Anzahl der zusammenhangenden Teilgraf en und ^ <p ergibt. Ein 
andrer Ausdruek fiir dieselbe Summe ist 

K =^2tz (1 - <p) = (v — 2 ), 

i 

wobei die neue Summe iiber alle Ecken zu erstrecken ist und v die Zahl 
der Kanten bedeutet, die an der betrachteten Ecke zusammenstoBen. 
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Ii kann man auch noch anders ausdriicken. 1st namlick X die Anzakl 
der zusammenhangenden Teilgrafen unseres Graf en , so kaben 1847 
G. Ch. v. Staudt und G.Kirchhoff seine ,,ZusammenhangszahP c 


fx = — s -f~ X 

eingefukrt. Zwiseken K und ju besteht nun, wie man leicht einsieht, die 
Beziehung 

K = 2 jr (1 — ju ) . 

L ist die Gesamtlange des Graf en. <3 , x , e sind Anzahlen der Dreiecke, 
Kanten und Eeken des Dreieckskomplexes wie in (245). 

Der Beweis fur die Richtigkeit von (227) fiir Komplexe gelingt ent- 
spreekend wie in § 18 dadurck, daB man die Komplexe aus ikren Bau- 
steinen aufbaut und dabei beacktet, daB die Mengenfunktionen K , U, F 
fiir Komplexe folgende Eigensckaft kaben 1 ): 

(265) 0 ((Si') + & (©*) = @ (®' + ©0 + & (® # ®') . 

Man fiikrt den Beweis fiir (227) in folgenden Sckritten: 

1. (55 0 und beides Grafen. 

2. @o ein Dreieckskomplex und ein Punktkomplex. 

3. & 0 ein Dreieckskomplex und (5^ ein Graf. 

4. ($5 0 und beides Dreieckskomplexe, 

Zeigen wir zum Beispiel, wie man den letzten Sckritt erledigen kann, 
wenn die ersten drei getan sind 1 Der Komplex der unfreien Kanten von 
<53 t . sei <g> £ , und & seien die Dreiecke von 
Dann ist nack § 18 

(266) / K (©„*• ©/) = 2 n (. ZfF / + Uj 17/ + F„< if/) 

und nack 3. 


(267) /if (§ 0 65/) 65 1 = 2^{iT (£,„) Jf/ + U (§ 0 ) 17/ ) . 

Aus (265) folgt 

fK (® 0 ©/) 65,=/ {[^if (©o'®/)] - K (£>„©/)} @, 

(j68) = 2^ {[jpV - K (§„)] J/ + - Cr (&)] *7/ + iW} • 


Ebenso folgt aus (265) 
(269) 

und somit 


-#(§„) = if 0> 

C7(§o) = 


(270) /if (©„©/) ©, = + U 0 17/ + *-,*/) . 

Auf dieselbe Art ergibt die Addition nack k das gewiinschte Ergebnis, 
namlick die Eormel (227) fiir Komplexe, 


1) Man kann msbesondere aus (250) mittels (265) auf (264) schlieBen. 
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§ 20, Nochmals die Isoperimetrie des Kreises. 

Es seien <55* einfach zusammenhangende Gebiete, also ihre Gesamt- 
kriimmungen IT* — 2 n. Dann ist nach (227) 

(271) f K (©o®,) ®x = 2 » { U 0 U 1 + (J 0 + ) . 

Wenden wir andererseits Poincares Pormel (142) auf die Begrenzungs- 
linien 9^ 0 3 fR ± von (55 0 , (25! an, so erhalten wir, wenn wir fur die Scbnitt- 
punktzabl 

(272) w = iz(® 0 ay 

einfiibren, 

(273) J'k (©oSdx) ® 1 = 4-zU 0 V 1 . 

Ferner baben wir wegen der additiven Eigenschaft (265) der Gesamt- 
krummung, wenn wir mit (55 0 * das unbescbrankte Gebiet auBerhalb des 
Bandes von (55 0 bezeicbnen, so daB (35 0 und ©o* zusammen unsre ganze 
Ebene scblicht bedecken, 

(274) + K {® x ) = 

Durcb Integration folgt hieraus unter Beachtung von (271) nnd (273) 

(275) f {K(® 0 *® 1 )-2 jz}® 1 = 2k{U 0 U 1 -2jc(F 0 + F 1 )}. 

Der Integrand in (275) kann nur dann negativ werden, wenn einer 
der Bereicbe @5* ganz im andern liegt. Wenn wir also etwa F 0 = F x 
voraussetzen, so kann das nicht vorkommen, und wir baben, wenn 
aucb nocb U G = TJ X ist, was zum Beispiel eintritt, wenn (55 0 und 
kongruent oder symmetriscb sind, nacb (247) notwendig U 2 — kizF 0. 
Damit ist diese klassiscbe isoperimetriscbe Ungleicbbeit (156) aufs neue 
bewiesen. TsTlmmt man fur eines der beiden Gebiete eine Kreisscbeibe, 
so gewinnt man aucb die verscbarfte isoperimetriscbe Ungleicbbeit (159) 
von Bonnesen. In unsrer Eormel (275) baben wir also eine anscbauliche 
geometriscbe Deutung fiir das sogenannte „ isoperimetriscbe Defizit* 4 
gefunden. 

Das neue Verfabren bat vor den friiberen in § 11 und § 13 aucb den 
Vorteil, daB die Gebiete, die zum Wettbewerb zugelassen sind, jetzt all- 
gemeiner gestaltet sein konnen. Allerdings ist in der Geometrie der 
Eukbdiscben Ebene dieser Vorteil unerbeblicb, denn mittels der Uber- 
legungen von § 3 siebt man leicbt: Beim Ubergang von einer J ord an- 
Kurve zu ibrer konvexen Htille nimmt das Verhaltnis U % :F ab. Somit 
geniigt es, die klassiscbe isoperimetriscbe Ungleicbbeit (156) fur Eilinien 
zu beweisen. 

Blaschke, Iate^ralgeometTie . 2. AufL 


4 
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§ 21* Die einfachste Fonnel von Crofton fiir streckbare Kurven. 

7nm SchluB soil an dem einfachsten Belspiel gezeigt werden, daB die 
jhier untersuchten Formeln unter reeht allgemeinen Annah.rn.en liber die 
zulassigen Figuren giiltig bleiben. 

Wir wollen unter 2 eine beliebige stetige Kurve verstehen. Der Punkt 
j (£) durchlaufe 2 genau einmal, wenn i von 0 bis 1 lauft. (In § 3 wurden 
an & viel strengere Anforderungen gestellt.) Auf 2 markieren wir nun 
irgendwelche n -f- 1 Punkte t 0 = 0 < - • * < t t < • ■ • < t n = 1- Diese Punkte 
werden dureh n Strecken © 4 * der Lange S i 2> 0 der Feihe nach verbunden. 
Die Strecken bilden einen 2 einbesehriebenen Streckenzug der Lange 

i 

Die Lange von 2 pflegt man nun folgendermaBen zu definieren. Man 
zeiehnet alle mogliehen 2 einbesehriebenen Streekenziige © mit beliebiger 
endlicher Anzahl Eckpunkte t t . Die obere Greuze aller zugehorigen 3 
heiBt dann die Lange von 2: 

(276) L = ob. Gr. S. 

Wenn L endlich ist, so heiBt 2 strechbar oder rektifizierbar. Fur beliebige 
solehe streckbare Kurven (statt wie in § 3 nur fur Kurven endlicher 
Ordnung) soli nun hier Croftons Formel (58) bewiesen werden. 

Fiir Streekenziige © ist die Formel fast trivial: 

(277) lfnQ = S. 

Dabei ist also S die Lange von © , n — n(p 3 gp) gibt die Zahl der Schnitt- 
punkte der Geraden g mit © an, und g bedeutet die Geradendichte py 1 ). 
Die Formel wiirde iibrigens auch dann gelten, wenn wir nicht nur die 
Schnittpunkte, sondern auch die Stiitzpunkte gezahlt hatten; denn die 

„ Anzahl' 4 der Stiitzgeraden ist Null. JnQ hatte sich also nicht geandert. 
(Schnittpunkte sind solehe Punkte t, wo 2 die Gerade g wirklich durch- 
dringt; bei Stutzpunkten gibt es eine ganze Umgebung von t, wo 2 auf 
einer Seite von g bleibt. Eine Gerade heiBt Stiitzgerade, wenn auf ihr 
ein Stutzpunkt liegt.) 

Aus (276) und (277) wollen wir jetzt die CROFTonsche Formel folgern 
fiir beliebige 2 . Zunachst sieht man leicht, daB es eine Folge von 2 ein- 
beschriebenen Streckenziigen © v gibt mit folgenden Eigenschaften: 

1. Ihre Langen streben gegen die Kurvenlange: 

(278) S y -+L. 

I) Man erhalt zunachst etwa 

wenn man fiber all© Treff geraden von © 4 * integriert. Addition ergibt dann (277). 
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2. + i entsteht aus © v durch Verfeinerung, d. h. durch Hinzufiigen 
von Eckpnnkten. Nennt man die Anzahl der Schnittpunkte von g mit 

etwa n v ( g), mit (S„ +1 etwa n v + x ( g), so bedentet das: 

(279) ^+i(9) ^ «,(g). 

3. soli der , ; Ab stand “ der benachbarten Eckpunkte t iv mit v-^oo 
gleichmaBig gegen Null streben: 

(280) max ] ^ j — > 0. 

■£ ’ 

Aus der letzten Eorderung folgt nattirlich schon die erste. 

Nun ist aber jede Eunktion n v — n v (p, <p) im Sinne von Lebesgue 
meBbar, wegen (279) ist also auch 

n(g,) ~ lim n v (g) 

r -> co 

meBbar. Aus (277) und (278) folgt nach grundlegenden Satzen der Theorie 
der Integrale von Lebesgue, daB n( g) summierbar ist und 

lim S v — lim f n v g — j lim n v g > —( nQ = 2 L. 

Wenn wir jetzt zeigen konnen. daB n (g) die Zahl n (g) der Schnittpunkte 
von g mit 2 ist, so sind wir fertig. 

Wenn aber eine Strecke ( B iv eines Streckenzuges & v unserer Eolge 
die Gerade g sehneidet, so muB notwendig das Kurvenstiick v zwiscben 
den Eckpunkten von die Gerade sehneiden, also gilt 

n v { g) ^w(g). 

Wir kdnnen wegen (280) aber v so groB vorscbreiben, daB tatsachlich 
n v (g) — n (g) wird; fiir n (g) = oo wachst auch n v (g) mit v unbeschrankt. 
Damit ist Croftons Formel 

(281) \f nq = L 
fur beliebige 2 bewiesen. 

Es wurde beim Beweis von (281) wesentlich vorausgesetzt, daB n die 
8 c/mi^punktzakl bedeutet. Bei Streckenziigen sahen wir, daB man unter 
n auch. ruhig alle Stiitzpunkte mitzahlen darf, ohne etwas zu andem. 
Dasselbe gilt auch fur konvexe 2, wie man z. B. dadurch erkennt, daB 
man auBer einbeschriebenen Streckenziigen auch umbeschriebene be- 
trachtet. Karin man nun in (281) auch fiir beliebige 2 unter n die Zahl 
der Treffpunkte verstehen (d. i. Zahl der Schnittpunkte + Zahl der 
Stiitzpunkte) ? 3>ie Frage ist zu bejahen. Wir werden namlich zeigen, 
daB die Menge % aller Stutzgeraden eine Nullmenge ist, d. h. enthalten 
ist in einer Geradenmenge vom MaBe Null. 

Wir betrachten eine Strecke S iy der Lange S ir eines einbeschriebenen 
Streckenzuges & v . Das zugehorige Kurvenstiick 2 ir hat die Lange L iv . 

4* 
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Wir wollen die Anzahl N ir der Menge %l ir der Geraden abschatzen, die 
wohl 2 iy , nieht aber <& iv treffen. Die kiirzeste gescblossene Kurve, die 
2 iv -f umfaBt, ist eine konvexe Linie der Lange H iv . Offenbar gibt 
H iv die Zahl der Treffgeraden von 2 iv an. Aus (281) folgt leieht 

H iv ^ L iv •+ S iv . 

Die Zahl der Schnittgeraden von <& iv ist 2 S iv , deshalb gilt also 
N iv = H iv — 2 8 iv ^ L iv — S iv . 

Die Summe aller %l ir beifit 3£„, die Anzahl der Geraden von %l v ist 

N v ^L- 8 v3 

und wegen (278) strebt das gegen Null. Aus der Definition der Stiitz- 
geraden nnd (280) folgt leieht, daB jede Stiitzgerade t in samtlichen 
Mengen 8t v mit genhgend groBem v enthalten ist. Also gilt 

£<i $(^). 

= 1 V =1 

Darin hat jede Menge $ (%l t ) 

v — n 

das MaB Null, also anch w. z. b. w. 

Nunmehr sind wir imstande, die eingangs gegebene Definition der 
Lange einer Kurve so anf Punktmengen 3k zu verallgemeinern, daB fiir 
Mengen 331, die stetige Kurven 2 sind, wieder das alte herauskommt. 
Wir nennen namlich eine Menge 3 Jl streckbar, wenn n (g) summierbar 
ist, nnd 

heiBt die Lange von 311. Dabei bedentet n (g) die Zahl der Elemente in 
der Menge Sg(aiLg) 1 ). 

§ 22. Aufgaben nnd Lehrsatze iiber Dichten von Punkten nnd Geraden. 

In diesem Abschndtt soli knrz iiber einige Ergebnisse nnd Fragen be- 
richtet werden, die insbesondere mit den in § § 1—8 behandelten Gegen- 
standen in Znsammenhang stehen. Immerhin spielt anch hier sehon 
(in 3, 8, 12) die kinematische Dichte eine Rolle. 

1. Znr Berechnung gewisser in der Integralgeometrie auftretender 
Integrale erweist sich der f olgende von G. Herglotz in seiner Gottinger 
Vorlesnng von 1933 angegebene Satz als nhtzlich. Es sei die Funktion 
/(£i> * * *> £») abhangig von n Punkten in der Ebene nnd sei 1. sym- 

metriseh in diesen Punkten nnd 2. fiir 0 homogen vom Grad p: 

(282) /(*&., *&, . . «£«) = /(&, &, - • SW). 


1) Dies© Definition stammt von H. Favard, Comptes Rendus 194 (1932). 
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Dann gilt fur Integration ulber einen Eibereicb 

j‘f it) t = —TJ ff ft) ^ 

(283) J f ( El) & ) El j s = y / ( E , j 2 ) a j 2 , 

Jfi% 1 . Ear Es) EiEa& = ^T6 y/fe> Ear £>) 

Dabei wird immer eine Elachenintegration iiber ® ersetzt durch eine 
Integration iiber den Rand von ® , indem recbts 6r = x x x 2 — # 2 x x bedeutet, 
wenn x x , <di^ Koordinaten eines Randpunkts £ sind. Derartige Integrale 
sind die in § 8 mit jT fc bezeichneten und im folgenden das Integral G 
in (293). Der Beweis von Herglotz arbeitet mit der Ersetzung der 
Randlinie durch eine beziiglieh des Ursprungs ahnlich gelegene. 

2. Unter den Ergebnissen Croftons von 1868 mag noeh das folgende 

erwahnt werden. Es seien £ 0 und £ zwei Eibereiche, von denen ganz 
innerhalb von $ liegt, so daB $ — — [ft ein Ringgebiet ist. co sei der 

Winkel, unter dem man von einem Punkt £ ans (auBerhalb $ 0 ) M 0 sieht 
(0 < co < n ) . 

Dann ist 

(284) fcoi = niIt — 2A). 

k 

Dabei bedeutet H den Elacheninhalt von [ft und A die mittlere Flache, 
die von den Tangenten in Richtung cp an £ 0 yon £ abgeschnitten wird 
(Fig. 18): 

+ 3 Z 

(285) = ^,/V 

Man beweist dies, in dem man die ,,Anzahl 4C der Scbnittpunkte be- 
rechnet zwischen den Geraden, die $ 0 treffen, und alien Geraden der 
Ebene, soweit diese S chnittpunkte in [ft liegen. 

Vergleiche auch R. Deltheil, Probabilites geo- 
metriques, Paris 1926, S. 79. Nebenbei: Eiir die 
,,Dichte“ der Schnittpunkte zwischen den Geraden, 
die eine Eilinie ® schneiden, und denen, die sie nieht 
schneiden, findet Crofton den Ausdruck 2 sinco£. 

3. Es sei ^ ein fester Eibereich, 0 eine bewegliche 
Strecke auf der beweglichen Geraden q von der festen 
Lange l , 1 sei die Lange der Strecke 0 £ und s die Lange der Sehne 
(Fig. 19). Dann besteht folgende Beziehung: 



( 286 ) 
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Dabei bedeutet @ die kinematische Dichte von <S und S n das in § B ein- 
gefiihrte Integral (101). Vorausgesetzt ist dabei l ^ Durchmesser von 

Insbesondere ist 

(287) f > <3 = 3(1 — t)F*, 

wenn t den mittleren Abstand zweier Punkte 
von ® bedeutet, also nacb (102): 



: f HA* - 


j 


(288) t : 

“ h<® 

'^-"s rig. 19. Diese Eormeln (286), (287) stammen von 

L. A. Santalo 1935. 

4. Es sei $ eine feste Eilinie, r eine Strecke Ss dem Durchmesser 
von £ (Durchmesser = groBte Entfernung zweier Punkte von ®). Um 
jeden Punkt £ auBerhalb $ schlagen wir einen Kreis mit dem Halb- 
messer r. Die (durch den Winkel gemessene) Anzahl aller Halbmesser 
dieses Kreises, die mit der Eilinie genau einen Punkt gemein haben, sei 
co-l; die Anzahl derer, die genau zwei Punkte gemein 
haben, sei co 2 (Eig. 20) . Dann ist (nach Santalo 1935) 

(289) 

(290) 

Darin bedeuten F und U Elacheninhalt und Urn- 
fang von 

eine Eilinie von Jconstanter Breite, wenn ihre Stiitz- 



J co 1 j:=2 tuF, 

J* co 2 £ — 2 (r U — tzF). 


5. Man nennt 


funktion der Bedingung 


(291) p (q o) 4* p {<p + n) = konst. 

geniigt, wenn also parallele Stiitzgeraden feste Entfernung haben. Die 
,,Wahrschemlzchkeit £C , daB zwei Sehnittgeraden g und g' von ^ sich 
unter einem Winkel 0 < oc < n treffen, ist (nach Santalo 1935) 

(292) 


6* Eragen von folgender Art, die verwandt sind mit dem ,,Momenten- 
problem 44 der Wahrseheinlichkeitsrechnung, scheinen ziemlich schwierig 
zu sein. Es sei eine unendliche Eolge von Zahlen S h > 0 ; h = 0 , 1 , 2 , . . . 
gegeben. Welches sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafiir, daB es dazu einen Eibereich $ gibt derart, daB die S die zu- 
gehdrigen in § 8 betraehteten Integrale der Sehnenpotenzen 


( 101 ) 
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sind ? Falls zu vorgeschriebenen 8 k ein Eibereich ® vorhanden ist, wie- 
weit ist or durch die S k bestimmt ? Teilergebnisse in § 11 (156). 
Insbesondere ware auch 16F 3 :> 3 te 2 $ 2 2 zu beweisen. 

7. Es sei ® ein Eibereich and | | die absolut genommene Drei- 

ecksflaehe mit den Ecken Ftir das Integral 

(293) G = J * | pi |?2 ^3 | Pi P 2 

4 » f <« 

gelten die Beziehungen 

(294) =i-lH = °- 2965 - 

(295) T = 0 - 333 

Dabei gilt in (294) das Gleichheitszeichen nur dann, wenn & von einer 
Ellipse, and in (295), wenn ® von einemDreieck berandet ist. W. Blaschke, 
tJber affine Geometrie 11. Losung des , , Vierpunktproblems* c von 
Sylvester . Berichte der math.-phys. Kl., Leipzig 69 (1917), 
S. 436 — 453, und W. Blaschke , Vorlesungen iiber Differentialgeometrie 2 
(1923), S. 55 — 57. Es ware wunsehenswert, diese Beweise umzugestalten 
in der Art von Santalo (§11, § 13). 

8. Es sei % ein fester Eibereich and © ein von zwei parallelen Geraden 
im Abstand b begrenzter beweglicher Streifen. Als Dichte © von © 
konnen wir die von einer seiner Begrenzungsgeraden nehmen. / sei der 
Flacheninhalt des Durchschnittes $q© and l die Lange seines Umfangs, 
Dann hat Santalo 1935 folgende Beziehungen entdeckt: 

(296) ff& = nl>F 0 , 

(297) — 2jzF 0 + 7ibV 0 

und fur die ,,Gesamtzahl“ der Streifen, die £? 0 treffen, 

(298) /* © = U 0 + xb. 

Darin bedeuten F 0 und U 0 Flache und Umf ang von 5^ . 

9. Es seien g l9 g 2 zwei einen Eibereich £ mit der Flache F treffende 
Geraden, r mit 

0<T<| 

ihr Winkel. Dann gilt 

(299) J* sinr-giga^ 8F, 

und zwar nur dann = , wenn ein Kreis ist. W. Blaschke, Integral- 
geometrie 10, Bulletin Mathematique Societe Roum&ine des Sciences 37 (2), 
1936, S. 3—7. Bort ist der Nachweis mittels Fourier- Reihen erbracht. 
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10. Es seien die Dichten der Eckpunkte und g £ die der Seiten eines 
Dreiecks, D der Durchmesser seines Umkreises. Dann ist 

(300) iiizis^-D 3 9102 03- 

11. Im AnschluB an § 4 zeige man: Ein optisches Gerat, das die 
Forderang von Gauss strong erfiillt, eine scharfe (= stigmatische) Ab- 
bildung zu liefern, so daB die Strahlen durch einen Punkt im Dingranm 
sick stets wieder in einem Punkt des Bildraums vereinigen, liefert not- 
wendig eine triviale Abbildung mit Erkaltung der Langen (Langen in 
Lichtzeiten gemessen). Man beweise diesen Satz von J. C. Maxwell 
(1S58), H. Bruns, E. Klein und C. CarathEodory mittels der Invarianz 
der Geradendichte. Vgl. W. Blaschke, Integralgeometrie 12, Hamburg. 
Abhandlungen 11 (1936), S. 409-412. 

12. Es seien und zwei Eibereicke, die keinen Punkt gemein 
haben. Es sei co 1 (Q < a> 1 < tz) der Winkel der Stiitzgeraden an ^ durch 
einen Punkt % auBerhalb ^ und s 0 > 0 die Lange der Strecke, die von 
einer Geraden q aus £ 0 ausgeschnitten wird. Dann ist 

(301) J a) x j =J*SoS- 

K@o asei + o 

§ 23. Aufgaben und Lehrsatze zur Kinematik. 

Wir bringen jetzt noeh einige Ergebnisse und Fragen, die sich auf 
die kinematische Dichte beziehen. 

1. Die Lage eines Achsenkreuzes 36 in der Ebene kann man festlegen 
durch Angabe von Drehpunkt % und Drehwinkel cp der Drehung, die ein 
festes Achsenkreuz 36 0 nach 36 bringt. Dann ergibt sich fur die kine- 
matische Dichte 

(302) & = 4sins-f-. §p. 

2. Ein Achsenkreuz 36 in der Ebene gehe aus einem festen 36 0 da- 
durch hervor, daB man 36 0 erst an einer Geraden q spiegelt und dann 
langs q urn die Strecke h verschiebt. Dann ist die kinematische Dichte 

(303) t=2qh. 

3. Die kinematische Dichte laBt sich geometrisch so deuten: Gehen 
wir von einer Lage eines Achsenkreuzes zu alien Nachbarlagen dadurch 
uber, daB wir es urn drei Punkte, die eine Dreiecksflache A 4= 0 bilden, 
durch die Winkel drehen, so ist 

(304) £ = 2 A 

Man gebe an, wie diese Formel abzuandern ist, wenn an Stelle einer 
oder zweier dieser Drehungen Sehiebungen treten. 

4. Den In v ananzsatz von § 4 kann man von der Optik auf die Kine- 
matik erweitem. Es sei % eine feste und % eine bewegliche Kurve. 
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Beide sollen sich in einem Puhkt % treffen. Hier werde an der Tan- 
gente in £ an ® in eine Kurve S? 2 gespiegelt. Dann besteht zwischen den 
kinematisclien Dichten von die Beziehung 

(305) 4+4 = 0. 

Vgl. (130) in § 10. 

5. A. Es sei £ 0 ein festes und $ 2 > • • • s seien n bewegliche Gebiete, 

Fi der Elach.eninh.alt von und F der Elachenihhalt des Durchschnitts 
aller +- ; i = 0, 1, . . . , endlich 4 die kinematische Dichte von 

Dann ist 

(306) fw 4 . . . Bn = (2 »)• F'F x ...F n . 

Es sei ferner U der Umfang des Durehsclmitts ® 0 ®i • • • Eiir ihu 
gilt 

(307) f Uk 1 k 2 ...2„ = (2nr{U 0 F 1 F i ...F„+F < ,U 1 F 2 ...F„ 

+ F 0 F 1 U 2 ...F n + ...F 0 F 1 F 2 ...U n ). 

B. Es sei K die Gesamtkrummung des Durchschnitts und ii t - die Ge- 
samtkriimmung von Dann ist 

(308) fKkA.-.kn 

= (2 re)» {K tt F x F z . ..F n + F 0 K 1 F 2 ...F n - f f F 0 F 1 . . . K„ 

+ U 0 L\F 2 ...F n +U a F 1 U i ...F n +-+F 0 F l ...U n _ x U n ). 
Entsprechend fiir Komplexe wie in § 19. Insbesondere folgt daraus zum 
Beispiel : 

C. Es sei ein festes Gebiet und starr bewegliche Linien 

und n die Anzahl der Schnittpunkte $ 2 innerhalb ££ 0 
(Eig. 21). Dann ist 

(309) J* n 4 4 = 8mF 0 U x U 2 . 

Zu A. und C. vgl. L. A. Santalo , Hamburg. Abhand- 
lungen 11 (1935), S. 231ff. Af-si. 

6. Man stelle die zu (306)— (309) entsprechenden Formeln auf fur den 
Fall, daB die : (i = 1 , 2 , . . . , n) nur parallel verschoben werden (vgl. § 15). 

7. Es sei & eine feste Kurve und g eine beweghche Gerade, die aus 
® die ^Schnittpunkte mit den Koordinaten x ilt (i = 1, 2, . . n; 1,2} 
ausschneidet. Dann sind 



die Schwerpunktskoordinaten der homogen mit Masse belegten Linie ^ 
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8. Es sei ein festes Gebiet und g eine bewegliche Gerade. Der 
Durchschnitt g9ft 0 habe die Gesamtlange 5 und, homogen mit Masse 
belegt, den Sehwerpunkt mit den Koordinaten £ k . Dann ist (vgl. (110)) 


(311) 




wean F 0 der Elacheninhalt von 9Tc 0 und rj k die Schwerpunktkoordinaten 
des homogenen Gebiets sind. 

9. Es sei t 0 eine feste und t eine starr bewegliche Linie. x ik 
i == 1, 2, . . . n; h — 1, 2 die Koordinaten der Schnittpunkte von t 0 , t. 
Dann gilt fur die Schwerpunktkoordinaten der homogenen Kurve t 0 


(312) 


fib= ■ 


n 


fnk 


ZJ^zJ'2 Xik ®’ 


wean L 0 , L die Langen von t 03 t bedeuten. Ygl. (142). 

10. Es sei 93^ ein fester Bereich, t eine starr bewegliche Linie, l die 
Gesamtlange des Durehschnitts 9k 0 1 und £ k die Schwerpunktkoordi- 
naten der homogenen Kurve 9k 0 t. Dann gilt fur die Schwerpunkt- 
koordinaten rfrc des homogenen Bereichs 9tt 0 (vgl. (194)) 

<313) 

11. Es sei t 0 ein fester und ein starr beweglicher Bereich, F 01 der 
Elacheninhalt ihres Durehschnitts t 0 ti und £ k die Schwerpunktkoordi- 
naten dieses homogen mit Masse belegten Durehschnitts t 0 Dann sind 


(314) 


Vk~- 


J*F 01 £jc$i 


fKi S> 


1 

2tiF 0 F 1 



die Schwerpunktkoordinaten des homogenen Bereichs t 0 . Vgl. (188). 

12. Es sei 3k 0 ein fester Bereich ; t x , t 2 zwei starr bewegliche Kurven 
mit den Schnittpiinktkoordinaten x ik (i = 1, . . . n\ h — 1 , 2). Dann gilt 
fur die Schwerpunktkoordinaten des homogenen Bereichs 9Jl 0 

(315) 7] k = — 

Die Bezeichnung ist dabei dieselbe wie in (308). 


&jiF 0 U t U t 


12 


tg* 
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13. 1st (in der Bezeichnung von § 13) fur eine Kurve die ,,Anzahl“ 
J n > 0 , aber J n+i — 0 fur i > 0, so k5nnte man n die ,,kinematisehe 
Eigenordnung** von nennen. Die Kreise sind dann unter den Eilinien 
durck die kinematiscke Ordnung 2 gekennzeicbnet. Was laJSt sick liber 
die Eilinien der kinematiscken Ordnung 4 aussagen ? M. Fujiwara und 
G. Bol kaben gezeigt: Unter den J ord AN-Kurven kaben genau die die 
kinematiscke Eigenordnung 4, die Eilinien mit genau 4 8ckeiteln sind. 
M. Fujiwara, Ein Satz tiber konvexe gescklossene Kurven, Tokoku 
Science Report 9 (1920), S. 289 — 294. G. Bol, Zur kinematiscken Ordnung 
ebener Jordankurven. Hamburg. Abhandlungen 11 (1936), S. 394 — 408. 
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